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1. Einfiihrung

Das vorliegende Skriptum! entstand wihrend meiner einjihrigen (1992/93) Zusammenarbeit mit
Schiilern des Gymnasiums in Kleinmachnow. Bei diesem Kurs konnte ich davon ausgehen, daB die
Schiiler virtuos mit ihren PCs umgehen konnen, bereits fraktale Mengen auf den Bildschirmen ihrer
Computer sichtbar gemacht haben und das eine oder andere populdre Buch zur nichtlinearen Dyna-
mik gelesen haben. Die sehr giinstige Situation des Gymnasiums, mit einem Wohnheim ausgestattet
zu sein, erlaubte die Arbeit in den Abendstunden zwischen 19 und 22 Uhr.

Das Ziel der wochentlich stattgefundenen Arbeitsgemeinschaft war es, den Schiilern eine Einfiihrung
in einige grundlegende Begriffe der nichtlinearen Dynamik zu geben, deren Beziehung zu physika-
lischen Fragestellungen zu verdeutlichen und auf die damit verkniipfte Vielzahl offener Fragen auf-
merksam zu machen. Gleichzeitig kam es mir darauf an zu zeigen, daB die Ansatze der nichtlinearen
Dynamik ein Aspekt der Naturbeschreibung neben vielen anderen darstellen. Aus der Spiegel-Serie?
iber Ausbreitung und Mifibrauch der “Chaostheorie” geht unter anderem hervor, daB8 eine einge-
hende Betrachtung der Grundideen und Aussagen der nichtlinearen Dynamik von groBer Wichtigkeit
Ist.

Der z.T. sehr unterschiedliche Umfang der Ausarbeitung der einzelnen Kapitel ist mehr oder weni-
ger zufillig3. Die vorliegende Arbeit ist noch nicht abgeschlossen. Die Erfahrungen, die sich aus der
laufenden Arbeitsgemeinschaft ergeben, werden noch eingearbeitet.

Als einfiihrende Schriften, die die verschiedensten Aspekte der nichtlinearen Dynamik, ausgehend von
naturwissenschaftlichen Fragestellungen, erldutern, sind zu empfehlen:

e Gleick, J. 1990 Chaos - die Ordnung des Universums. VorstoB in Grenzbereiche der modernen
Physik, Knaur, Miinchen

Stewart, I. 1993 Spielt Gott Roulette? Insel Verlag, Frankfurt am Main - Leipzig

e Prigogine, . & I. Stengers 1981 Dialog mit der Natur. Neue Wege naturwissenschaftlichen
Denkens, Piper, Miinchen - Wien

e Eigen, M. & R. Winkler 1975 Das Spiel. Naturgesetze steuern den Zufall, Piper, Miinchen -
Wien
e Haken, H. 1981 Erfolgsgeheimnisse der Natur. Synergetik: Die Lehre vom Zusammenwirken,

Deutsche Verlagsanstalt, Stuttgart

!'Das PostScript-File (3,550,125 Bytes) kann iiber die WWW-Page http://www.agnld.uni-potsdam.de/~shw/shw er-
reicht werden.

*Peter Briigge, Kult um das Chaos. Aberglaube oder Welterklarung? DER SPIEGEL 39/1993, 156-164; 40/1993,
232-241 & 41/1993, 7, 240-252. Repliken: Richter, P.H., H. Dullin & H.-O. Peitgen, 1994 Der SPIEGEL, das
Chaos — und die Wahrheit, Phys. BIl. 50, 355-358, Adams, E. 1994 Antwort, Phys. Bl. 50, 359, Geisel, T. 1994
Leserbrief zum SPIEGEL-Titel “Chaostheorie”, Phys. Bl. 50, 359, Bernd Schone, Der Sturm im Spiegel, Chaotische
Nachrichten Nr. 29, Mai 1994, S. 5

3Als ich z.B. den Abschnitt iiber die Brownsche Bewegung ausarbeitete, war ich wegen einer Grippe zu Hause — der
Abschnitt bekam daher einen gréBeren Umfang.



1. FEinfihrung
e Lauwerier, H. 1989 Fraktale verstehen und selbst programmieren, Wittig-Fachbuchverlag,
Hiickelhoven

e Peitgen, H.-O., H. Jiirgens, D. Saupe, E. Maletsky, T. Perciante & L. Yunker et al. 1992
Chaos. lteration, Sensitivitdt, Mandelbrot-Menge. Ein Arbeitsbuch, Springer-Verlag & Ernst
Klett Schulbuchverlag

e Heinrichs, Georg 19932 Chaos: Einfiihrung in eine neue physikalische Theorie, Aulis-Verlag
Deubner & Co KG, Kéln

e Schuster, H.G. 19882 Deterministic Chaos. An Introduction, Physik-Verlag, Weinheim

e Gaponov-Grekhov, A.V. & M.Il. Rabinovich 1992 Nonlinearities in Action: Oscillation, Chaos,
Order, Fractals, Springer-Verlag, Berlin

e Argyris, J., G. Faust & M. Haase (1994) Die Erforschung des Chaos, Vieweg, Braunschweig
e D.K. Arrowsmith & C.M. Place: Dynamische Systeme, Spektrum-Verlag, Weinheim 1994

Zu danken habe ich insbesondere Jirgen Kurths, dem Leiter der Max-Planck-Arbeitsgruppe Nicht-
lineare Dynamsik an der Universitdit Potsdam, fiir die Anregung zu dieser Arbeit und seine Un-
terstiitzung, und Stefan Schmidt, jetzt TU Berlin, fiir viele Anregungen und seine Hilfe bei der
Anfertigung einiger Abbildungen fiir die vorliegende Arbeit.



2. Motivation fiir die nichtlineare
Dynamik
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Abbildung 2.1: Die Tagesmittelwerte der scheinbaren Helligkeit der Zwergnova SS Cyg fiir
den Zeitraum von 1896 bis 1907 (AAVSO). Deutlich sichtbar heben sich
die Ausbruchshelligkeiten von der Grundhelligkeit bei 11.5 mag ab. Der Hel-
ligkeitszuwachs entspricht einer etwa 40-fachen Zunahme der Leutchkraft
des Sterns. Die Ausbriiche finden im Mittel alle 50 Tage statt und dauern
zwischen 7 und 14 Tage.

2.1 Beobachtung

Die im folgenden eingestreuten Abbildungen sollen die Vielfaltigkeit des Zeitverhaltens von verschie-
densten GroBen, meist physikalischer Systeme, illustrieren. Durch diese Galerie von Zeitreihen soll
nicht der Eindruck erweckt werden, daB allein die nichtlineare Dynamik als erklarender Ansatz in



2. Motivation fir die nichtlineare Dynamik

153.4

153.1— —

152.7 — —

152.4 — -

152.1 — —

151.8 —

151.5 —

Radio flux (sfu)

151.2

150.9 [— —

150.5— —

150.2 | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Time (sec)

Abbildung 2.2: RadiostrahlungsfluB der Sonne bei 37 GHz wahrend eines Bursts am 23. Marz
1991 gegen 11:58 UT. Die Zeitauflosung ist 0.05 s. Die Messung erfolgte
mit einem Radioteleskop in Metsdhovi nahe Helsinki (S. Urpo).

Frage kommt.

2.1.1 Irregulires zeitliches Verhalten

Man beobachtet fiir viele Merkmale der Realitat aperiodische und irreguldre Bewegungen. Zeitliche
Entwicklung von Zustinden mit kompliziertem Verhalten: Zeitreihen der Astrophysik (solare und
stellare Aktivitat, Veranderliche), Geophysik (Gezeiten, Variation des Erdmagnetfelds), Meteorologie
(Wetter), Okologie (Populationsdichte), Medizin (EEG, EKG), Soziologie, Wirtschaft (DAX).

Quantitative Beschreibung des Regularititsgrades:
e Spektralanalyse, Wavelets
e Lorenz map, Return map
e Phasenraumrekonstruktion (Dimensionen, Vorhersage, Lyapunov Exponent)
e Symbolische Dynamik (Entropie, Komplexitat, Transinformation)

Modell fiir Prozef3- und Mef3irauschen
Rauschfreier ProzeB:
Tpg1 = rxp(l —xy) (2.1)

MeBrauschen:
Yntl = Tptl + Onti1 (2.2)
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Abbildung 2.3: Zeitliche Entwicklung der Richtung des globalen magnetischen Dipols der
Erde fiir die letzten 30 Megajahre. Das obere Niveau kennzeichnet die mo-
mentane Ausrichtung des Dipols.
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Abbildung 2.4: Zeitliche Entwicklung der Dauer fiir Ausrichtung des globalen magnetischen
Dipols der Erde fiir die letzten 30 Megajahre.
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Abbildung 2.5: Plasmadichte langs der Flugbahn von IK 24 am 13. Juni 1990 in etwa 2000
km Hdohe in hoheren Breiten (Orbit 3112).
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Abbildung 2.6: DAX-Werte (Deutscher Aktien Index) fiir mehr als acht Monate des Jahres
1990. Taglich wird dieser Index um 11:00, 11:30, 12:00, 12:30, 13:00 und
13:30 MEZ herausgegeben.



2.1 Beobachtung
AuBere Stérung der dynamischen Variablen:
Tni1 = rxn(l —2,) + 1y (2.3)
AuBere Stérung eines Systemparameters:
Tpg1 = (r+nn)en(l — x,) (2.4)

Ursache fiir das zeitlich irregulare Verhalten in den MeBresultaten:
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| I
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Abbildung 2.7: WeiBes Rauschen: GleichmaBig verteilte Zufallszahlen aus dem Intervall
[0,1].

e Unkontrollierte Einflisse (duBere Storungen)

— WeiBes Rauschen

— Farbiges Rauschen (autoregressives Modell)
e Nichtlineare Terme in den Bewegungsgleichungen

— Niedrig-dimensionales Chaos

— Hoch-dimensionales Chaos (?)

e Heisenbergsche Unscharferelation
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Abbildung 2.8: WeiBes Rauschen: GauB-verteilte Zufallszahlen mit der Varianz 1.
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Abbildung 2.9: Zweidimensionale Zufallsbewegung bei gleichmiBig verteilten Zufallszahlen.



2.1 Beobachtung
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Abbildung 2.10: Zweidimensionale Zufallsbewegung bei GauB-verteilte Zufallszahlen.
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Abbildung 2.11: Realisierung eines autoregressiven Prozesses 1.-ter Ordnung mit a; = 0.7
und o = 10.



2. Motivation fir die nichtlineare Dynamik

2.1.2 Formenvielfalt

Fraktale (Kustenlinien, Bruchflichen, Bahn eines Brownschen Teilchens, Galaxienverteilung)

e Koch-Kurve, fraktale Dimension
e Selbstahnlichkeit in der Natur

e Lindenmayer - Algorithmus

e landschaftsgeneratoren

e Julia - Mengen & Apfelmannchen

2.1.3 Zellulare Automaten & Perkolation

Hier bilden sich aus eng begrenzten Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Maschen eines Netzes dif-
fizile Gebilde, Turbulenzen, Landschaften, wandernde Individuen. Die Entstehung des Komplexen aus
dem Einfachen ladt zu allerlei Spekulationen ein, nicht zuletzt zum spielerischen Herumprobieren.

R. Mahnke, J. Schmelzer, G. Ropke, Nichtlineare Phianomene und Selbstorganisation, B.G. Teub-
ner, Stuttgart 1992, p.191

Stauffer, Computers in Physics, 1991

V. Demmel, CA & Astrophysik

S. Wolfram, Theory and Applications of Cellular Automata, World Scientific, Singapore, 1986
Cellular Automata, Theory and Experiment, edited by H. Gutowitz, MIT Press, 1991

2.1.4 Mustererkennung

Neuronale Netze (OCR, Optical Character Recognition)

2.1.5 Symbolische Dynamik

MaBe (Informations-Entropie), die z.T. Schatzungen von (bedingten) Wahrscheinlichkeiten erfordern.

2.2 Literatur

Hopcroft, J.E & J.D. Ullman (1994) Einfiihrung in die Automatentheorie, formale Sprachen und
Komplexitatstheorie, Addison-Wesley, Bonn

2.3 Paradigmatische Gleichungen

Linearitat (Superpositionsprinzip)

f(a1$1 + Ozgxg) = ozlf(acl) + agf(xg) (2.5)
Danach sind nichtlineare Funktionsgleichungen:

y=mz+n (2.6)
y = a? (2.7)
Ein bekanntes Beispiel fiir eine nichtlineare Additionsvorschrift ist das Einsteinsche Additionstheorem

der Geschwindigkeiten fiir v; — ¢
V1 + Vo

2

10



2.3 Paradigmatische Gleichungen

2.3.1 Mathematisch gut untersuchte nichtlineare Gleichungen

e Logistische Abbildung (Populationsdynamik)

e Lorenz - Gleichungssystem (Konvektion)

2.3.2 Wichtige nichtlineare Gleichungen der Physik
e Navier - Stokes - Gleichung (Turbulenz)

e Dynamo - Gleichungen (Magnetfelder von Planeten, Sternen und Galaxien)

11



3. Logistische Abbildung
(Parabel-Abbildung)

Dieses Kapitel soll deutlich werden lassen, daB die Beriicksichtigung nichtlinearer Terme in den Be-
wegungsgleichungen eine drastische Anderung fiir deren Losungsverhalten bedeutet.

Mathematisches Pendel

a'é—i—%sinx:O (3.1)
i+wlz=0 (3.2)
Parametrisch-angeregtes Pendel (Pompe
gereg p
1.0 =R
L r =4.0 i
v \
I SN ]
L / (/'/ r = 3.\6\‘\ \ il
0.8 VA N -
L S - SOy 1
/- 7 r =32 N RV
L s \ \ i
S : N
L //» // B NN \‘\ |
0.6 - JL = RN B
L N '/ / A N \ \‘\ i
P /'/ / S \‘ |
2 S . A o — - NN \" b
X | /,/. ’ r =24 N A\ \\ i
IR - DARY
0.4+ A o N «,\‘\\ —
/ . ~. N DR
yaarss ——— == S Vo
| R _ - -~ N AL
L S RN N RA.
0.2+ /// ,/’/’/ //_ 1.6 \\\‘\\‘ \\ _|
177 7/ p-="1.2 RN
r Bt
=08 N
= . R
0.0 'l\ - (\) | | | | | | | | | | | \‘
0.0 "7 Y42 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Abbildung 3.1: Logistische Parabeln f(x,r) fiir 10 verschiedene Werte des Kontrollparame-
ters r.
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3.1 Abbildungsgleichung (P.F. Verhulst 1845)

3.1 Abbildungsgleichung (P.F. Verhulst 1845)
Iterationsgleichung:

Tpp1 = flzn) , flon) =120 (1—2,), 2, €[0,1] (3.3)
r = Kontrollparameter mit r € [0, 4]

Ableitung von Gl. 3.3:
fl(xn)=r(1—-2x,), x,€]0,1] (3.4)

Merkmale physikalischer Systeme, die mit der Nichtlinearitdit von Gleichungen modelliert werden
konnen:

e Qualitative Veranderung des asymptotischen Verhaltens eines physikalischen Systems in
Abhingigkeit von den Systemparametern (quantitative Abhangigkeiten sind allgemein akzep-
tiert: Harmonischer Oszillator)

e Empfindlichkeit gegeniiber Anfangsbedingungen
e Weg ins Chaos via Periodenverdopplung
Visualisierung des Losungsverhaltens der Gl. 3.3:

e Zeitreihe x,(r,n > 300) gemaB Gl. 3.3 in Abhingigkeit vom Kontrollparameter r

Graphische Iteration (Abb. 3.1 bis 3.7)

Feigenbaum-Diagramm (Bifurkationsdiagramm: Abb. 3.11)

Histogramm fiir z,, und die lokalen Expansionsraten (Anstiege) f (z,)

Farbplot zur Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen: x1( lUber g und r

3.2 Iterierte: f(7)

fi(z) = f(z) = ra(—x +1) (3.5)
A(z) = f(f(x)) = r’z(—ra® 4+ 2ra? —rz — 2 4+ 1) (3.6)

3x) = f(f(f (@) = rPe(—rte” + 4r'ab — 6r'2° + 4rtat — rt2® — 2% + 6032t — 61323 +

2r3x? — r?23 + 2020 — r2n —ra® 4 2r2? —rx — x4+ 1)3.7)

f4([1,‘) = f(f(f(f(x)))) = 7“4$(—r11$15 + 8t — 2811213 4 56,212 — 707 21 4+ 560 210 —
287112 4+ 8r g — 1™ — 410213 4 28710412 _ gap 10210 4 140710210 — 14071029 +

8471028 — 2871027 4+ 491025 — 67921 + 36r7210 — 90r°2° + 120r°2% — 90r%27 +

36r72°% — 6192 — 2r82M + 12r8210 — 34782 + 60r82® — 70r82" + 520825 — 229820 +

4r82% —6r72® +30r72® — 611727 4+ 64r72% — 36r72® + 101 2t — 723 — 6r%27

+24752% — 36r62° + 24r82* — 69623 — rP2” + 41525 — 8rP2® + 10r°2% — TrPad +

202 — e’ 4rta® — 8rta® 4+ 100t — Trtad + 20t — 27320 + 6132t —

3t + 4rdz? — 3 — 2 + 2% — % —rad 4 2r2® — re — 2 +1)3.8)
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14

Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

1.0

0.8+ r = 3.000
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Abbildung 3.2: Grafische Iteration fiir die logistische Abbildung mit r = 3.
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Abbildung 3.3: Grafische Iteration fiir die logistische Abbildung mit r = 3.12.
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3.2 Iterierte: fN(x)

Abbildung 3.4: Grafische Iteration fiir die logistische Abbildung mit r = 3.2.
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Abbildung 3.5: Grafische Iteration fiir die logistische Abbildung mit r = 3.5699.
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3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)
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Abbildung 3.7: Grafische Iteration fiir die logistische Abbildung mit r = 4.
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3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

Xn+1

Abbildung 3.10: Die Abbildung f*(z) fiir 10 verschiedene Werte des Kontrollparameters 7.

@) = FUFFFF @) = rPa(—r?8e3 +16r26230 — 120026229 4 560120228 — 1820126227
+4368r25225 — 8008

126225 4 11440r%5 224 — 12870r%62%3 4 11440126222 — 800826 22! + 4368126220

—1820726 219 + 560126218 — 120026217 4 16026216 — 126215 — 8925429 4+ 120125228 —

840r% 22" 4 3640r2° 225 — 10920r25 2% 4 24024725 224 — 40040r2° 223 +

51480r2°2%? — 51480r2% 22" + 40040r2° 220 — 2402472° 2 + 10920r%°2'8 — 3640r2°

21T+ 840r2 210 — 12012021 + 8201 — 28724227 4 392924226 — 254824420

+10192r2* 22 — 28028124223 + 56056124 222 — 84084r2* 22" + 96096124220 — 84084r*4 2! +
56056724218 — 28028r2 217 + 10192r2* 26 — 2548724 21% 4 392724214 — 28,2413 —

4rB 22T 4 56r23220 — 42002322 + 2184723224 — 8372122 4 24024723222 —

5205212 22! + 8580022 x2° — 10810822 1% + 10410472 2% — 76076r232'7 +

41496r23 216 — 16380122 21° + 44247221 — 732,221 4 56123212 — 28722225 4 364122224 —
2254r22 23 4 8848122222 — 24640r?%2 22" + 51436r222%° — 82698r22 210 4+ 103488, —
100716722217 + 75460122216 — 42658122 21° + 17584r222:14 —

498472213 1 868122212 — 70r222t — 84r21 2% + 100812 222 — 56002 22!

+19096r2' 220 — 44660r2 2 + 7576872 2™ — 96096r2 217 + 9240012 216 — 674522120 +
3696072 21 — 1478472 213 + 4088r21 212 — 70012 2" + 56121 210 — 6720

22 + 72r202%2 — 536r202% 4 2860r2°22° — 10698r2° 2" 4 28132120218 — 5300472027 +
72792r20 210 — 73530r2021° + 5457612021 — 29376120213 + 11132720212 —

280672021 ++ 420720210 — 28,2029 — 2919223 4 24919222 — 16871222 + 836112220 — 3110r92" +

18



3.8 Fizpunkte und Stabilitdt

8924719218 — 20036r2'7 4 35088, 1021¢ — 47310r921° +

48272r1% 21 — 36480719213 + 19812r19412 — 7370, 921 4+ 1724719210 — 21291929 4 81928 —
12718220 4+ 132718220 — 750718219 + 288078218 — 8094718217 +

17100r 8216 — 27469r 821 + 33704718 21* — 31492- 18213 1 22100718212 — 1130878
2+ 3992718210 — 87471829 1 0201848 — 1857 34917019 4 340017418 —

1650r 72! + 5160r' 7 21® — 11488, 7215 + 1887211721 — 23044717 21?4+ 2076817212 —
13570r 72t + 622871 7210 — 189817 2% + 3447172 — 2871727 — 616219 +

60r1 0218 — 330r102'7 + 1260710216 — 3510716215 4 7272016214 — 11344716413
+13348r'6212 — 11694r'6 2" + 7400r'2'° — 320671027 + 86471028 — 11871627 +
4r1625 — 30,5217 4 270,126 — 11500521 + 3080r°2' — 57767 1% 2" 4 7952

P22 — 8176r0 2" + 6260r2'0 — 3490r'°2° + 1346r'92% — 322r'%27 + 36

r1Px8 — 61142 4+ 4881421 — 17601 2" 4 3780r 14212 — 53681 2!t + 527211410 —
361871 2% + 17000428 — 5150127 + 8871428 — 611425 — 613210 +

48r13 1 — 232,313 4 784713212 — 178611321 + 2708, 13210 — 273811327 +
183271328 — 78451327 4 19671325 — 2291345 — 912215 4 81214 _ 59, 12,13

+224r12212 — 610221 + 1112712210 — 141271229 4 125271228 — 74901227 +
28071228 — 5601225 4 4r122t — P15 4 8ttt — 32,1118 4 84y 11412 —

190r 2!t + 4121210 — 718, M 2% 4+ 862111 2% — 669rM 27 + 3200112 — 86111 2° +
10 2 — 4710213 4 2810212 — 921011 | 188710410 — 28441049 4

364r'028 — 389,027 + 29671020 — 1347102° 4+ 2871024 — 1043 — g9 11 +

48r°21% — 130r92° + 210r°2% — 2260727 + 172025 — 949925 + 34r%2* — 6

23 — 282 1278210 — 400827 + 90r82® — 137827 + 140,825 —

94r82° 4+ 38824 — 7r8a® — 6072 + 30r72® — 67rT 2" + 881728 — TArTad +

40r7 2 — 130 2% + 2072 — 7827 4 280026 — 44962° + 34964 —

137823 + 20522 — 127 + 49528 — 100525 + 16r°2* — 13r°2° + 4r°2? —

e’ 4+ arta® — 8rta® + 10rt 2t — 8rta® + arta? — ity — 20320 + 632t

—7r3x 4+ 4r3a? — 3 — 22 4 2% — r2x —rad 4 2r2® — vz — 2 +1)3.9)

3.3 Fixpunkte und Stabilitat

Ein Punkt 2° mit 2° = f(2°) heiBt Fixpunkt der Abbildung

Tt = f(2n). (3.10)

Eine Trajektorie {x,}n .} mit fN(x0) = o und fi(zg) # o fiir i=1, ..., N-1 heiBt periodischer
Orbit der Periode N.

' >1 : instabiler Fixpunkt
f(an)
" <1 : stabiler Fizpunkt

1:?1) = 0 ist stets ein Fixpunkt.

(3.11)

ist fir 7 > 1 ein Fixpunkt. Wegen f’(m(()l)) =rist m(()l) asymptotisch stabil fir r € [0, 1]. Fir r > 1
ist x?l) instabil.
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3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

0 .
T(9) Ist wegen

’

faly)=2-r (3.12)
fur r € (1, 3) stabil, anderenfalls instabil.

e Periodisches Regime [r1 = 3,7, = 3.569,945,6...] Fiir groBe n hiipfen die x,, mit wach-
sendem 7 zuerst zwischen zwei Werten hin und her, dann werden mit weitersteigendem n
wiederholt dieselben Zahlensequenzen, der Lange 4, 8, ...2" durchlaufen. Bei ry ist dann
schlieBlich das Chaos ausgebrochen: x,, hiipft im gesamten Intervall statistisch herum.

e Chaotisches Regime [r,, 4], aperiodische Bahnen, aber fiir die meisten Anfangswerte periodi-
sche Orbits mit riesiger Periode. Es gibt jedoch Bereiche, die vom Chaos gemieden werden.
Im chaotischen Bereich hangt x,, fiir festes n zwar tiberaus empfindlich von zy ab. Die Berei-
che des Intervalls (0,1), die die Folge bevorzugt besucht, und die Wahrscheinlichkeit, mit der
Zpn In einem gegebenen Intervall angetroffen wird, sind aber von xy unabhangig und konnen
berechnet werden (Histogramme fiir verschiedene 7).
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0.90 —

0.80 —

0.70 —

0.60 —

% 0.50

0.40 —
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0.20 —

0.10 —

0.00 :
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \

3.00 3.10 3.20 3.30 340 350 3.60 3.70 3.80 3.90 4.00
Kontrollparameter r

Abbildung 3.11: Das Feigenbaum-Diagramm fiir das Kontrollparameterintervall r € [3,4].

3.4 Feigenbaum - Konstanten

3.4.1 o =2.502,907,875,0...

dp,
a=——"" n>>1. (3.13)
dn+1

Die neue Punktgeneration sollte etwa o - mal dichter liegen als die alte.
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3.5 Lyapunov-Ezponent \

3.4.2 §=4.669,201,990,97...

. m — Tn—1
§= lim »_""n—-
n—)oorn+1—7’n

(3.14)

1.0 \

Z: oy /’M({WTK

< 0.4 — 1

E

o 0.2— /’( 1

d m

o

o

é 0.0 ’}\ f '

'> |

S -0.2 —

«©

=%

>

= —0.4| -
-0.6 —
-0.8 —
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3.50 3.55 360 3.65 370 3.5 3.80 3.85 3.90 395 4.00
Kontrollparameter r

Abbildung 3.12: Lyapunov-Exponenten A(r) fiir r € [3.5,4]. Die Schrittweite des Kontroll-
parameters r ist 1074,

3.5 Lyapunov-Exponent A

n—1
Ar) = Jim S |70, )] (3.15)
i=0

>0 : chaotischeRegion
A =0 : Grenzzyklus
<0 : stabiler Fizpunkt

3.5.1 rel0,1]

x?l) = 0 stabil, die z,, streben gegen Null.

n—1

Ar) = lim % 3 In(r) (3.16)
=0

A(r) =1In(r) <0 (3.17)
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3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

3.5.2 re (1,3

Die z,, streben gegen einen festen Fixpunkt:

Ty =1 —% (3.18)
f,'lzr(l—2+§)=2—r (3.19)
A(r) = lim ~ nfm 2= (3.20)

nmeen i

A(F) =In|2 — 7| (3.21)

3.5.3 e (3,3.5699...)
3<r<1+4,/6
3.5.4 1€ (3.5699...,4]
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4. Lorenz - Gleichungen

Obgleich die Lorenz-Gleichungen ein sehr oft zitiertes Beispiel fiir ein chaotisches dynamisches Sy-
stem darstellen, sind die Eigenschaften des Lorenz-Attraktors ganzlich andere als diejenige, die das
Ausgangsgleichungssystem hervorbringt. Die Ursache liegt in der unzuladssig verkiirzten Galerkin-
Approximation bei der Herleitung der Lorenz-Gleichungen aus den urspriinglich partiellen Differen-
zialgleichungen. Dennoch haben die Lorenz-Gleichungen nicht nur zur Veranschaulichung, sondern
auch zum Verstandnis des Phanomens der nichtlinearen Dynamik beigetragen. Die Suche nach Re-
duktionen von hoch- oder unendlich-dimensionalen Systemen, die den gesamten Attraktor und damit
das Langzeitverhalten widerspiegeln, ist Gegenstand der mathematischen Forschung.

4.1 Rayleigh - Bénard - Konvektion

Bénard (1900) Experiment
Rayleigh (1916) Theorie

e von unten erhitzte Fliissigkeiten (Konvektionszellen)

e Atmospharen der Planeten, Materiebewegung in den Konvektionszonen von Sternen und Ak-
kretionsscheiben

4.1.1 Navier - Stokes - Gleichung

Navier (1785-1836)
Stokes (1819-1903)

—

ov

05 + ol V)i =F — Vp + nAd (4.1)
Skalenfreie Form:
ov' — 6/—4_1_71/ 6// 1A/—»/ 4.9
% + (U . )U = — P + E v ( . )
Reynold’sche Zahl (1842-1912):
oLV
R=—— (4.3)
n
Boussinesq Naherung: Nur die Dichte ist von der Temperatur abhangig:
0 =o00(1 — aAT) (4.4)
4.1.2 Kontinuitatsgleichung
do
— + V- (o) =0 4.5
204V (o) (45)
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4. Lorenz - Gleichungen

4.1.3 Fouriersche Wiarmeleitungsgleichung (1822)

4.1.4 Saltzman - Gleichungen (1962)
4.1.5 Lorenz - Gleichungen

(4.6)

20
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Abbildung 4.1: Die x-Komponente des Lorenz-Attraktors.

2000

Fir die Saltzman-Gleichungen des Rayleigh-Bénard-Experiments wird in niedrigster Ordnung ein

Fourier-Modenansatz gewahlt — Lorenz-Gleichungen (nichtlineare Terme!):
&= oy —u),
y=x(r—=z)—y und
2 =uxy — bz,

mit g
0':]_0, 7":28, b:§

x = dimensionslose Geschwindigkeitsamplitude, Rate des konvektiven Overturning
y, z = dimensionslose Amplituden der horizontalen und vertikalen Temperaturvariation
o ist proportional zur Prandtl-Zahl Pr

v

Pr =

26
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y—Komponente

z—Komponente

4.1 Rayleigh - Bénard - Konvektion
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Abbildung 4.2: Die z-Komponente des Lorenz-Attraktors.
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Abbildung 4.3: Die x-y-Projektion des Lorenz-Attraktors.
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4. Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.4: Eine 3D-Darstellung des Lorenz-Attraktors.

Abbildung 4.5: Eine 3D-Darstellung des Lorenz-Attraktors.
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4.1 Rayleigh - Bénard - Konvektion

v = kinematische Zahigkeit
X = thermische Diffusivitat
r = normierte Rayleigh-Zahl, Kontrollparameter

Ra

= AT 4.12
"= R & (4.12)
a = Wellenzah! der horizontalen Fundamentalmode
4
b= 4.13
Normierte Zeit: 2
T = 72 (1+a ) (4.14)

e 1D-Projektionen des Lorenz-Attraktor
e 1D-Projektionen von reduzierte Gleichungen fiir Sonnendynamo

Die Bifurkationsstruktur der urspriinglichen Gleichungen und der stark reduzierter Gleichungen kann
grundlegend verschieden sein. Man beachte, daB z.B. die 2D Rayleigh-Benard-Konvektion kein Chaos
zeigt, also nicht durch die Lorenz-Gleichungen beschrieben wird.

Euler — Verfahren

Anwendung auf die Gleichungen fiir einen gedampften harmonischen Oszillator:
&= —cx — Wy, (4.15)

j=x (4.16)

Abb. 15. Gedampfte harmonische Schwingung ()
Abb. 16. Phasenraumdarstellung fiir einen gedampften harmonischen Oszillator

Die Gleichungen fiir eine Integration des obigen Differentialgleichungssystems mittels Euler-Verfahren
lauten:
z(t+ At) = z(t) — (ca(t) + w?y(t)) At (4.17)
y(t+ At) = y(t) + z(t) At (4.18)
Als Parameter und Anfangsbedingungen eignen sich z.B. folgende Werte:
x =05,y =0, At = 0.01, Reibungskonstante = ¢ = 0.01, Winkelgeschwindigkeit = w = 1.

Die Anwendung desselben Losungsalgorithmus auf die Lorenz - Gleichungen fiihrt auf die folgenden
Gleichungen:

z(t + At) = z(t) + o(y(t) — z(t))At, (4.19)
y(t + At) = y(t) + (=()(r — (1)) — y(1)) AL, (4.20)
y(t+ At) = y(t) + (x(t)y(t) — bz(t)) At (4.21)
wobei wir die Standardparameter verwenden:
o= 10,7 = 28,b = g (4.92)
Benachbarte Trajektorien: .
d(7,7) (4.23)

Beobachtung von Lorenz (1963):
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4. Lorenz - Gleichungen

e Unabhangig von den Anfangsbedingungen und unabhangig von der Integrationsroutine (Euler -
Methode erster Ordnung reicht aus!) gibt es einen Attraktor mit einer charakteristischen Form

e Die Trajektorie ist weder periodisch noch stationar

e Die Details des Attraktors hangen sehr empfindlich von den Anfangsbedingungen und der
Integrationsmethode ab. Keine Voraussagbarkeit (Loop - Sequenzen).

Numerische Experimente:
o z(t),y(t), 2(t)
e Phasenraumplot
e Zwei parallele Orbits mit Verbindungslinie

e Simple Schatzung des Lyapunov-Exponenten

1 " Axi
Ary=——> 1
(r) nAt ; " ‘ Axq

(4.24)

Lorenzsches Wasserrad

4.2 Langzeitvariabilitdt der Sonnenaktivitat

4.2.1 Beobachtungen

Die Vorgange innerhalb der Sonne, auf ihrer Oberflache und in ihrer naheren Umgebung sind Beispiele
der solaren Aktivitat, die durch die Wechselwirkung der Bewegung geladener Teilchen (vorwiegend
Wasserstoffionen und Elektronen) und von Magnetfeldern bestimmt werden. Bei aktiven Phdnome-
nen, wie Sonnenflecken und Flares, kann die Verdnderung des Magnetfeldes unmittelbar beobachtet
werden. Sonnenflecken sind, im Visuellen, dunklere (kiihlere 5000 K) Gebiete in der Photosphare, die
durch starke Magnetfelder ausgezeichnet sind (Zeeman-Effekt). Oberhalb der Fleckenregionen be-
finden sich Quellen fiir Radio- und Rontgenstrahlung. Die explosive Umwandlung von magnetischer
Energie in Radio- und Rontgenstrahlung wird als Flare bezeichnet.

Daten Seit
Tagliche Sonnenfleckenrelativzahlen (Wolf-Zahlen) 1750
Polarlichter (® > 62°) 1780
Magnetische Aktivitat 1868
Aktivitatszentren der Chromosphare 1911
Kritische Frequenz der lonophare 1931
Kosmische Strahlung: Harte Komponente 1937
Kosmische Strahlung: Nukleare Komponente (14C) 1957
10 cm Strahlung 1947
Chromosphérische Eruptionen und Radioausbriiche 1957
Magnetische Aktivitat (Dst, AE) 1957
Absorption der galaktischen Radiostrahlung (Riometrie) | 1958

Tabelle 4.1: Beobachtungsreihen zur Sonnenaktivitdt
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4.2 Langzeitvariabilitdt der Sonnenaktivitdt

4.2.2 Polarlichter

Seit dem Altertum werden Polarlichter, die ebenfalls eine Folge der Sonnenaktivitat darstellen, be-
oachtet. Der Begriff aurora borealis ist erst 1619 erwahnt worden. Das Polarlichtoval, die bevorzugte
Region dieser Erscheinung, findet man zwischen 672 und 70° nordlicher bzw. siidlicher Breite.

Folgende Bestandteile der mittleren und unteren lonosphire der Erde werden dabei von intensiven
energetischen Teilchenschauern (Elektronenprezipitation: Fj;, ~ 100eV ... 10keV') bevorzugt ange-

regt.
Atomer Sauerstoff in ca. 110 km Hohe:

o \(2!Sy(metastabil) — 2! Dy) = 557.7 nm (gelblich griin, verbotene Linie, nur bei sehr gerin-

gem Druck beobachtbar), 7, = 0.7 s
e \(2'Dy — 23P) = 630 nm (rot), 7, = 100 s

Molekularer Stickstoff: No, N5~ (blau, violett)
Atomarer Wasserstoff in ca. 250 km Hdhe:

e \(Ha) = 656.3 nm (rot)
e \(Hf) = 486.1 nm (blau)

Folgende Vorgange spielen dabei eine wesentliche Rolle:
lonisation

Oy +e — OF +2e

No+e - NT 4+ N +2¢e

Umladung
Ot +0y = 0OF +0

No+0O — NOt + N

Dissoziative Rekombination
Of +e-—=0+0

NOtT+e > N+O

4.2.3 Sonnenflecken

Beobachtungen mit bloBem Auge

Abb. 18 Sonnenfleckenbeobachtungen mit bloBem Auge gemaB historischer Quellen

354 v.Chr.
807
1607 Johannes Kepler, 28. Mai

Fernrohrbeobachtung ab 1608

1610 Galileo Galilei

Thomas Harriot, 8.Dezember

1611 Christoph Scheiner und Johann Baptist Cysat, 6. Marz
Johannes Fabricius, 9. Marz

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)
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Abbildung 4.6: Die Jahresmittelwerte der Sonnenflecken-Relativzahlen.
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Abbildung 4.7: Die Jahresmittelwerte der Sonnenflecken-Relativzahlen (National Geophysi-
cal Data Center, Boulder).
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4.2 Langzeitvariabilitdt der Sonnenaktivitdt

Systematische Sonnenbeobachtung

ab 1749 Monatsmittel

ab 1849 Tagesmittel

Jagd nach "Vulkan"! ab 1826 durch Heinrich Samuel Schwabe (1789-1875)

Astronomische Nachrichten 21 (1844) Nr. 495, 233-236, Mitteilung vom 31. Dezember 1843: Peri-
ode betragt 10 Jahre

Alexander von Humboldt (1850) Kosmos, 3. Band.

Taglich mindestens ein Fleck:
1828, 1829, 1836-1839, 1847-1849

100 fleckenfreie Tage im Jahr:
um 1833 und 1843.

Bereits 1843 entdeckte der Apotheker Heinrich Samuel Schwabe (1789-1875) aus Dessau, daB die
Sonnenfleckenanzahl eine Zyklusdauer von etwa 10 Jahren aufweist. Um die Sonnenaktivitat auf eine
einfache Weise zu beschreiben, fithrte Rudolf Wolf (1816-1893) aus Ziirich im Jahre 1830 Relativ-
zahlen ein, die durch Zahlen von Einzelflecken und Fleckengruppen bestimmt wird. Diese Zahl wird
als ein geeigneter Indikator fiir die Entwicklung des Magnetfeldes der Sonne angesehen.

Die Zyklusdauer der Sonne betragt etwa 11 Jahre. Das Maximum der Sonnenfleckenrelativzahlen von
1760 beschreibt den ersten Zyklus; 1986 endete der 21. Zyklus. Die Amplitude der Sonnenfleckenre-
lativzahlen variiert aperiodisch und weist Intervalle extrem niedriger Sonnenaktivitat auf.

Die Sonnenaktivitdt dokumentiert sich auBerdem in der:

e 9Be- und §'80O-H3ufigkeit in Eiskernen und der Thermolumineszenz von Sedimenten
e 10 cm Strahlung

e Flare-Haufigkeit.

4.2.4 Erdmagnetische St6érungen

1770 ff. A.v. Humboldt, Ritter, GauB
Ritter 1803: Periode 9 ...10 Jahre
Polarlichter und magnetische Gewitter sind korreliert.

4.2.5 A'“C Haufigkeit

Ein weiterer Indikator fiir die Sonnenaktivitat ist der durch Assimilation von CO5 in den fossilen
Baumen befindliche radioaktive Kohlenstoff, der auch zur Altersbestimmung herangezogen wird. Die
heliomagnetische Modulation des Flusses der galaktischen kosmischen Strahlung in der Erdumgebung
bedingt eine Variation des A4C — Gehaltes der Erdatmosphire.

PN (np) §'C (4.31)

Ty /5=5730Jah
Mo TWTISIETE uUN L 0. 4 g (4.32)
Durch die akribische Analyse der Jahresringe fossiler Baume (C.P. Sonett, University of Arizona)
steht uns ein A4C — Datensatz zur Verfiigung, der etwa 9000 Jahre umfaBt. Typische Zeitskalen
des A'*C-Datensatzes sind:

Man vermutete innnerhalb der Merkur-Bahn einen weiteren Planeten
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Abbildung 4.8: Minutenwerte des AE-ldex am 1. Juli 1981 in Kyoto. Der AE-Index be-
schreibt die geomagnetischen Stérungen, die durch den auroralen Elektrojet
hervorgebracht werden. Der aurorale Elektrojet reflektiert die Wechselwir-
kung des Sonnenwindes mit der Erdmagnetosphare.
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Abbildung 4.9: Die A'C Haufigkeit der letzten 9000 Jahre.
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4.2 Langzeitvariabilitdt der Sonnenaktivitdt

10000 Jahre, geomagnetische Modulation (Geodynamo)
2000 Jahre, ozeanische CO5 - Zirkulation

e 210 Jahre solaren Ursprungs
e 30 - 90 Jahre Gleissberg - Zyklus (solar)
e 11 Jahre

e Response Zeit = 30 Jahre

Die Analyse dieses Datensatzes mit Methoden der nichtlinearen Dynamik sollte einen tieferen Einblick
in die Langzeitvariation der Sonnenaktivitat gestatten.

4.2.6 GroBe Minima

Name des Minimums Zeitraum

Oort 1010 bis 1050
Wolf 1282 bis 1342
Sporer 1416 bis 1534
Maunder 1654 bis 1714
Dalton 1795 bis 1830

Tabelle 4.2: GroBe Minima der Sonnenaktivitit

Beriicksichtigt man alle bekannten Phanomene der solaren Aktivitat, so lassen sich fiir folgende
Zeitintervalle GroBe Minima der Sonnenaktivitat feststellen.
Hermann Fritz (1872): Zusammenhang von Polarlichtern und Sonnenflecken.
Positive Korrelation zeigt die Cholerasterblichkeit bis 1880.
1638-1715 kaum Sonnenflecken (Sonnenkdnig)

4.2.7 Dynamo - Modell fiir die Sonnenaktivitit

Die globale Sonnenaktivitdt kann mit der Dynamotheorie erklart werden. Die Grundidee der Dyna-
motheorie ist, daB Magnetfeld der Sonne durch die differentielle Rotation und helikale Turbulenz
verstarkt und aufrechterhalten wird. Die helikalen Bewegungen werden durch Wirkung der Coriolis-
Kraft auf die ungleichformigen konvektiven Bewegungen hervorgebracht. Daher sind die magneto-
hydrodynamischen Gleichungen der theoretische Hintergrund fiir die theoretische Beschreibung der
Vorginge in der Konvektionszone. Die Anderung des Magnetfeldes B wird durch die Induktions-

gleichung beschrieben:

aa—]? =V x (uxB)+7V?B (4.33)

(1 ist die magnetische Diffusivitat). Die Anderung der Fluidgeschwindigkeit u ist in erster Linie durch
die Gravitationfeldstarke pg, den Druckgradienten Vp, die Lorentz-Kraft j x B und die viskose Kraft
V - 7 bedingt. Die Grundgleichung, die diese Krafte verkniipft, ist die Navier-Stokes-Gleichung

p(@—?—i—u-Vu):pg—Vp—i—ij—i—V-T (4.34)

(j — elektrische Stromdichte, p — Fluiddichte, 7 — Viskositdtstensor, g — Gravitationsfeldstarke, p —
Druck). Man kann nun zwei Wege verfolgen, um die Dynamik des Magnetfeldes und der Fluidbewe-
gung untersuchen.

35



4. Lorenz - Gleichungen

300

264 —

228

Sonnenfleckenrelativzahlen

g
_8 Sonnenfleckenbeobachtungen
T 166 %
<
=
=120 — *
L Grosse Minima
ae
= B4l L] 1 | L
&)
s 48 | Oort Wolf Spoerer Maunder Dalton N
A'C—Messungen
12 — —

—24

-60

\ \ \ . | \ \

1000

Abbildung 4.10:

36

1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000
Zeit (Jahr)

Sonnenflecken sind dem Menschen seit langem bekannte Naturerschei-
nungen. Doch erst seit unserem Jahrhundert ist bekannt, daB3 diese und
andere Phianomene (z.B. Polarlichter in mittleren Breiten und die magneti-
sche Aktivitit der Erde) Ausdruck der Aktivitdt der scheinbar gleichmaBig
leuchtenden Sonne sind.

Dargestellt sind Beobachtungen zur Sonnenaktivitit seit dem Jahre 1000 n.
Chr. Der Graph oben links ist den Angaben von Wittmann und Xu (A Cata-
logue of Sunspot Observations from 165 BC to AD 1684, Astron. Astrophy.
Suppl. Ser. 70 (1987) 83-94) entnommen und spiegelt die Anzahl histori-
scher Quellen aus dem asiatischen Raum wider, die von Sonnenfleckenbe-
obachtungen mit bloBem Auge berichten. Die Darstellung rechts daneben
stellt die Jahresmittelwerte fiir die Sonnenfleckenrelativzahlen dar (C. Ab-
ston, L. Morris & J. Allen: CD-ROM NGDCO01, National Geophysical Data
Center, Boulder). Die Rechteckkurve darunter deutet die Zeitraume der
groBen Minima an (Kleine Eiszeit: 1550 bis 1850). Darunter sind die Resul-
tate der A C-Messungen (Laboratorien in La Jolla, Belfast und Stuttgart)
dargestellt. Sie sind ein weiteres MaB fiir die Sonnenaktivitat ist die Haufig-
keit des durch Baume aufgenommenen radioaktiven Kohlenstoffs *C. Die
14C-Produktion hingt von der Sonnenaktivitit ab. Durch die Radiokarbon-
Analyse der Jahresringe fossiler Baume ist die Abweichung von der mittleren
14C-Produktion A'*C gemessen worden.

Auffallend ist die Antikorrelation zwischen der Anzahl der beobachteten
Sonnenflecken und den MeBwerten fiir den '*C-UberschuB. Ganz unten
ist fiir ein ausgewdhltes Zeitintervall die Anzahl historischer Quellen zur
Nordlichtbeobachtung dargestellt (W. Schroder).



4.2 Langzeitvariabilitdt der Sonnenaktivitdt

e Zur Beschreibung der groBskaligen Variationen der Sonnenaktivitat werden die Gleichungen fiir
das mittlere Magnetfeld untersucht.

e Die Gleichungen 4.33 und 4.34 werden gelost und lokale Effekte in der Konvektionszone be-
trachtet.

Der mittlere Magnetfeldtransport wird durch Turbulenz-Transport-Koeffizienten, wie durch das «
(a-Effekt) und Turbulenzdiffusivitat bestimmt.
Folgende Fakten stiitzen die Rolle der Turbulenz:

1. Man beobachtet an der Sonnenoberflache eine differentielle Rotation, d.h., daB die dquatorna-
hen Bereiche der Sonnenoberflache den polnahen vorauseilen.

2. Die Sonne (Stern der unteren Hauptreihe!) hat eine konvektive Hiille, die fast 30 % des Son-
nenradius umfaBt (Modellrechnungen).

Die Coriolis-Kraft bringt im Mittel auf der Nord(Siid)-Halbkugel der Sonne eine links(rechts)drehende
helikale Bewegung hervor. Dies wird durch den Zusatzterm in der Induktionsgleichung fiir die ge-
mittelten Felder (4.33) beriicksichtigt, der den a-Effekt beschreibt. Die Folge des a-Effekts ist ein
modifiziertes Ohmsches Gesetz fiir die gemittelten GroBen, bei dem zusatzlich zur elektromotorischen
Kraft durch die groBskalige Geschwindigkeit v x B eine durch kleinskalige Turbulenz bedingte elek-
tromotorische Kraft aB auftritt.

Die obigen Gleichungen haben periodische Losungen, die regularen Dynamowellen entsprechen und
eine Grundlage fiir die Erklarung des periodischen Sonnenzyklus liefern. Die komplizierte Amplituden-
und Frequenzmodulation, die aus Abb. 4.7 hervorgeht, erfordert die Beriicksichtigung stochastischer
oder nichtlinearer Effekte.

4.2.8 Malinetzky-Ruzmaikin Modell

Nichtlineares Modell des hydrodynamischen Dynamos mit wenigen Moden:
e 7 autonome ODE’s mit den 7 Parametern (D, o, «, vy, v, p, q) fiir die ersten Moden:

— D Dynamozahl (differentielle Rotation x mittlere Helizitdt / Quadrat der turbulenten
Diffusivitat)

— q Riickkopplung von magnetischer Helizitat und Magnetfeldstarke

e EinfluB des magnetischen Feldes auf die mittlere Helizitdt des Magnetfeldes (Spiralitat der

Strémung)
a1 = —oay + (o + co)by + 5(c1by + coba) (4.35)
as = —oag + (o + c)by — 3(c1by — cabs) (4.36)
by = —b; — Day (4.37)
by = —by + Day (4.38)
¢o = —1pco + plarby + azbz) — q(a + CO)(b% + b%) + %Cl(b% - b%) + cabyby] (4.39)
é1 = —ver + plarbr — azhs) — g[(a + co) (07 — b3) + 1 (bF + b3))] (4.40)
¢y = —vep + plarby + azby) — ql(a + ¢g)2b1bg + co (b7 + b3)] (4.41)
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5. Fraktale & Selbstahnlichkeit

5.1 Formenvielfalt in der Natur

Statistische Selbstahnlichkeit

e Fraktales Wachstum: Diffusion Limited Aggregation (Witten-Sander Modell). StraBennetz,
Blutbahnen, Nervenbahnen, Schneeflocken, Kristallisation in (bersattigten Lésungen

e Brownsche Bewegung (J. Perrin, Reif, Gardiner)

(Perrin 1913 Selbstahnlichkeit, Mandelbrot 1977 Fraktal)

5.2 Mathematische Monster

Iterierte geometrisch-kombinatorische Prozesse (Skalenverhalten, aber verschieden von den Fraktalen
der Natur (nicht mehr als 3 GroBenordnungen!) und den Losungen dynamischer Gleichungen)

5.2.1 Kapazitit

Hausdorff 1919

Kolmogorov 1958 Kapazitat einer geometrischen Figur

n = lterationsschritte

[ = Lange eines Basiselements

N = Kleinste Anzahl von geometrischen Basiselementen zur vollstindigen Uberdeckung mit Ba-
siselementen der Lange [

N() ~ 1P (5.1)

B In N (1)
D= (5:2)

5.2.2 Kochsche Schneeflocke
1

i(n) =(3)" (5.3)
N(n) =4" (5.4)

. nln4
D= nhﬁnf}o a3 (5.5)

D(Kochkurve) =1In4/In3 ~ 1.2619...
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5. Fraktale € Selbstahnlichkeit

5.2.3 Cantor-Staub

Georg Cantor 1845-1918
Standard-Cantor-Menge, Cantor-Staub, Wischmenge(offene Intervalle werden weggenommen —
iberabzahlbare Menge vom MaB Null)

1) = (5)" (5.6)
N(n)=2" (5.7)
D= lim ZE? (5.8)

D(Cantor-Staub) =1n2/In3 =~ 0.6309...

5.2.4 Logistische Abbildung
D(Logistische Abbildung fiir r = ro) = 0.54. ..

5.3 Dynamische Systeme

Metrische Struktur von Phasenrdumen dynamischer Systeme

e Mond-Exzentrizitat (Saturn)

Punktattraktor) = 0
Grenzzyklus) = 1

o D(
o D(
o D(2er Torus) = 2
o D(

Lorenz-Attraktor: r = 28,0 = 10,b = 8/3) ~ 2.06. ..

5.4 Landschaftsgeneratoren

5.5 Literatur

Classics on Fractals 1993 Gerald A. Edgar (ed.) Studies in Nonlinearity, Addison-Wesley Publ. Com-
pany, Reading, MA (Originalarbeiten von WeierstraB, Cantor, Koch, Carathéodory, Hausdorff, ... ,
Lévy, ... , Mandelbrot)

Perrin, Jean, Die Atome, Dresden 1913

Reif, F., Statistische Thearie der Warme, De Gryter, 1987

Lauwerier, Hans, Fraktale verstehen und selbst programmieren, R.Wittig Fachbuchverlag, Hiickel-
hoven (BASIC-Disk) (der Fraktal)

Mandelbrot, Beno?t, Die fraktale Geometrie der Natur, Akademie-Verlag, Berlin 1987, W.H.Freeman
& Co. 1977 (das Fraktal)

Fricke, Jochen 1986 Fraktale Systeme, Physik in unserer Zeit 17, 151-156

West, Bruce J. & Ary L. Goldberger 1987 Physiology in Fractal Dimensions, American Scientist
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6. Die Brownsche Bewegung
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Abbildung 6.1: Realisierung der Brownschen Bewegung in einer Koordinate.

6.1 Entdeckung

1650 wurde das Phanomen der Brownschen Bewegung das erste mal durch Leeuwenhoek (1632-1723)
erwdhnt. Robert Brown, ein schottischer Regimentsarzt und Botaniker (1773-1858), untersuchte 1827
den Befruchtungsvorgang von Pflanzen und verfolgte den Lauf der kleinsten Pollenkorner, um die
Stelle ihrer Vereinigung mit dem Ei zu entdecken. "Als ich die Gestalt dieser in Wasser getauchten
Partikeln untersuchte, bemerkte ich, daB viele von ihnen sichtlich in Bewegung waren. lhre Bewegung
bestand nicht bloB aus einer Ortsveranderung in der Fliissigkeit, wie es sich durch die Veranderungen
in ihren gegenseitigen Lagen ergab; sondern auch nicht selten aus einer Veranderung in der Gestalt
der Teilchen selbst.”

Blitenstaubkorner oder andere kleine (0.1 < a < 4pum) in Wasser suspendierte Teilchen fiihren eine
nicht endende und sehr irregulére zitternde Bewegung aus (Beobachtungsintervall 15 ...5 sec). Der
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6.2 Beginn der stochastischen Modellierung von Naturerscheinungen

20
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X

Abbildung 6.2: Realisierung der Brownschen Bewegung eines Teilchens in der Ebene.

sichtbarer Tanz von Rauchteilchen ist ein weiteres Beispiel fiir die Brownsche Bewegung.

Alte Brown-These: Die Lebenskraft (vis vitalis) von den Molekiilen einer Pflanze wird lange Zeit iiber
den Tod der Pflanze hinaus bewahrt.

Aber: Untersuchung von in Quarz eingeschlossenem Wasser mit Sporen und Pollen zeigt, daB die
Zitterbewegung nicht die Lebenskraft darstellt. Die Ursache scheint nicht biologischer Natur zu sein.

6.2 Beginn der stochastischen Modellierung von Naturerscheinungen

Albert Einstein (1879-1955) lber seine Entdeckung aus dem Jahre 1905:

“ Mein Hauptziel war es, Tatsachen zu finden, welche die Existenz von Atomen von bestimmter
endlicher GroBe moglichst sicherstellten. Dabei entdeckte ich, daB es nach der atomistischen Theorie
eine der Beobachtung zugangliche Bewegung suspendierter mikroskopischer Teilchen geben miisse,
ohne zu wissen, daB die Beobachtungen iiber die ‘Brownsche Bewegung' schon lange bekannt wa-
ren.” (Einstein 1951)

Uber die von der molekularkinetischen Theorie der Wirme geforderte Bewegung von in ruhenden
Flussigkeiten suspendierten Teilchen, Annalen der Physik 17, 549 (1905), Eingangsdatum 11.Mai
1905.

Marian von Smoluchowski (1872-1917), Annalen der Physik 21, 756 (1906)

Idee: Die Atombewegung muB sich in der Teilchenbewegung zeigen. Die mittlere Entfernung, die das
Kérnchen zuriicklegt, ist in vorhersehbarer Weise mit der Beobachtungszeit verkniipft. Zwar bleibt die
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6. Die Brownsche Bewegung

Bewegung des einzelnen RuBkornchens vollig unbestimmt, da die StoBe der einzelnen Molekiile selbst
unter dem Mikroskop unbeobachtbar bleiben, doch [&Bt sich zumindest die Durchschnittsbewegung
einer groBen Zahl von RuBkornchen vorhersagen. Einstein und Smoluchowski haben die wahre Ge-
schwindigkeit, die meBbar ist, ganz beiseite gelassen, haben sich auch um den unendlich verwickelten
Weg, den ein Teilchen wahrend einer gegebenen Zeit beschreibt, nicht gekiimmert, sondern haben als
charakteristische GroBe der Bewegung die gerade Verbindungslinie gewahlt, welche den Ausgangs-
und Endpunkt der Bahn verbindet und im Mittel augenscheinlich um so groBer ist, je lebhafter die
Bewegung ist. Diese Gerade soll die Verschiebung eines Teilchens wahrend der betrachteten Zeit
genannt werden. Ursache der Brownschen Bewegung sind die StoBe der Fliissigkeitsmolekiile.
Einstein promovierte 1905 an der Universitat Ziirich mit der Arbeit " Eine neue Bestimmung der Mo-
lekiildimension”. Frage von Einsteins Dissertation: Was bedeutet die Endlichkeit der Loschmidtschen
Zahl N4 ~ 6 - 10?®mol~" < oo physikalisch? Das Ende Pascalscher Reisen!

6.3 Experimentelle Bestdtigung der Theorie von Einstein — Smo-
luchovski

e 1907 erste Messungen in Gasen durch Ehrenhaft.

e 1908 Jean-Baptiste Perrin (1870-1942): Die Brownsche Bewegung und die wahre Existenz der
Molekiile (1911).

" ... die Kurven, welche keine Tangente besitzen, sind die Regel, und die hochst regelmaBigen
Kurven, wie der Kreis, sind zwar interessante, aber ganz spezielle Falle. ... experimentelle Befunde
bietet das Studium der Kolloide in Hiille und Fiille. Wir wollen z.B. eine jener weier Flocken be-
obachten, die man erhalt, wenn man Seifenwasser mit Kochsalz versetzt. Von weitem erscheint ihre
Oberflache scharf umrissen zu sein, sobald man sich aber nahert, verschwindet diese Scharfe. Das
Auge vermag keine Tangente mehr an einen Punkt der Oberflache zu anzulegen ... "

1 T
<m>= —/ mi (6.1)
T J0

e Kochschen Schneeflocke
e Wiener-ProzeB (mathematisches Modell der Brownschen Bewegung)

e Ornstein-Uhlenbeck-ProzeR

6.4 Kurze Geschichte der Atomtheorie
6.4.1 Antiker Atomismus
e Leukipp aus Milet (* um 500, T um 440 v.Chr.)

e Demokrit von Abdera (* um 460 v.Chr., {370 v.Chr.) " Urgriinde des Alls sind die Atome und
das Leere”

e Lukrez (* um 96, 55 v.Chr.) iberliefert dem rémischen Denken die epikureische Atomlehre
durch sein umfangreiches Lehrgedicht ”"Von der Natur der Dinge”

Gegner der kornigen Struktur der Materie:

e Anaxagoras (* um 500, 1428 v.Chr.) Warum sollte es eine Grenze der Teilbarkeit geben?
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6.4 Kurze Geschichte der Atomtheorie

e Aristoteles (* 384 v.Chr., 1322 v.Chr.) kontinuierlicher, stetiger und ungeteilter Aufbau der
Materie, es gibt weder Atome noch leeren Raum. Im leeren Raume ist keine Richtung ausge-
zeichnet, folglich auch keine Bewegung moglich. Leerer Raum ist undenkbar.

e Thomas von Aquin (13.Jh.): Aristoteles als Vorlaufer Christi im weltlichen Bereich. Die plan-
und ziellose Bewegung der Atome widersprach dem gottlichen Walten in unserer Welt. Die
Atomisten lehren ein mechanisches, gottloses Universum.

Christianisierung der Atome im 17.Jh., Pierre Gassendi (1592-1655): Die Bewegung der Atome ist
vom Schopfer festgelegt worden.

6.4.2 Erste Abschdtzung der Loschmidtschen Zahl

Johann Chrysostomus Magnien (um 1650): "Mehr als einmal habe ich beobachtet, wie sich der
Rauch eines verbrannten Weihrauchkornes so verbreitet, daB er einen Raum erfiillt, der mehr als 700
Millionen mal groBer ist als das Korn selbst ... Das Weihrauchkorn kann in mindestens 1000 noch
vom Auge feststellbare Teilchen geteilt werden. — 700,000,000,000 duftende Teilchen. Aber auch
jene einzelnenTeilchen waren ein Konglomerat von verschiedenen Partikeln, und mit groBer Wahr-
scheinlichkeit enthielt jedes von ihnen mindestens eine Million Atome.” — 700,000,000,000,000,000
=7 -10'" Atome pro Weihrauchkorn.

6.4.3 Die Chemie entdeckt das Atom

Antoine Lavoisier (1743-1794) Theorie der chemischen Elemente 1789 23 chemische Elemente
Amadeo Avogadro (1776-1856) Bei Gasen stehen die Reaktionspartner stets in besonders einfachen
Volumenverhaltnissen

John Dalton (1766-1844) Stochiometrische Verhaltnisse

1860 KongreB der Chemiker in Karlsruhe (fiir die Chemie gibt es Atome): Atome — Stéchiometrische
Verhaltnisse

Dimitrij Mendelejew (1834-1907) 64 chemische Elemente

6.4.4 Kinetische Gastheorie 1856

Statistik ohne Zeitentwicklung

e Karl August Kronig (1822-1879)

Rudolf Emanuel Clausius (1822-1888): Hauptsatze der Warmelehre

James Clerk Maxwell (1831-1879)

Ludwig Boltzmann (1844-1906)

Gasdruck (Boyle: Beriihrung elastischer Teilchen; Newton: AbstoBende Fernwirkung; Daniel
Bernoulli: Atomhagel)

Pendel im luftgefiillten Raum (1860): Ngts8e o p, A &< 1/p Atome — Gaskinetik

Solvey-KongreB 1911 zu Briissel: Durchbruch der Atomtheorie auch in der Physik! Molekiile —
Bewegung der RuBteilchen
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6. Die Brownsche Bewegung

6.5 Herleitungen

6.5.1 Plausible Herleitung der Einsteinschen Gleichung

< 22 > bezeichnet das mittleres Quadrat der ein-dimensionalen Verschiebung nach N Einzelbewe-
gungen der Lange A mit zufalliger Bewegungsrichtung

<z®>=\N (6.2)

v mittlere Geschwindigkeit des Teilchens N Zahl der Schritte in der Zeit ¢
N = % A (6.3)
Gleichverteilungssatz der Energie. Das makroskopische Brownsche Teilchen sei im Gleichgewicht mit

seiner mikroskopischen Umgebung. 7" ist die Temperatur der mikroskopischen Umgebung.

1 3
< §m02 >= §kT (6.4)

< v > selbst verschwindet, nicht aber < v? >. Wegen

kT
<Vl >=— (6.5)
m

und der "besseren” Statistik scheinen groBe Teilchen in Ruhe zu sein. Auf Grund ganz zufalliger
Schwankungen werden sich namlich die von allen Seiten erfolgenden StoBe von Zeit zu Zeit nicht
kompensieren und so dem beobachtbaren Teilchen zu einer kurzen und abrupten Bewegung verhelfen.
k bezeichnet die Boltzmann-Konstante mit dem Wert 1.380,658(12) 10~ JK 1.

Abschatzung der mittleren freien Weglange A des Brownschen Teilchens, mit dem Radius a. Die iiber
die Strecke A\ wirkende Stokessche Reibungskraft

F = 6mwanv (6.6)

bringt das Teilchen mit einer bestimmten kinetische Energie zum Stillstand.

6ranu = ;kT (6.7)
oder f
A= ;47r77(w (6.8)
- T
<z?>= E47rant (6.9)
Einsteins Rechnung ergibt:
9 T
<zt >= E?ﬂrant (6.10)

6.5.2 Einsteins Herleitung

f(x,t) sei die Teilchenzahl im Einheitsvolumen. p(A) sei die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teil
wahrend der Zeit 7 eine Ortsverschiebung um den Wert A erfahrt. Es gilt die Normierungsbedingung

/fo p(AVIA = 1. (6.11)
AuBerdem gilt
p(A) =p(=A). (6.12)
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6.5 Herleitungen

Somit gilt auch
o0
/ Ap(A)dA = 0. (6.13)
—0o0
Dann ist dn die Anzahl der Teilchen, die eine solche Verschiebung erfahrt

dn = np(A)dA. (6.14)

In einem festen raumlichen Intervall ergibt sich nach einer Zeit 7 die Veranderung der Teilchenzahl
dadurch, daB in allen um jeweils A verschobenen Einheitsvolumina Veranderungen der Teilchenzahlen
vor sich gehen:

o
fla,t+7)de = dx/ Flo+ A, D)p(A)dA (6.15)
Nun gilt obige Gleichung auch fiir kleine Veranderungen der Teilchenzahlen.
0
Flast )= ot + 7o (6.16)
flz+At) = f( t)+Ag+A—282—f (6.17)
TSN = ox ' 20 a2 ‘

Aus Gleichung 6.15 folgt damit

2 00 2
—T—f/ dA+—/ Ap(ayaa+ 2L (720 Ay aa. (6as)
922 |_oo 2
Wenn man nun
® A% (A)A =D 6.19
[ S (6.19)

setzt, so bekommt man in niedrigster Naherung eine Gleichung, die dem Fickschen Gesetz entspricht

of 0% f
g DBT (6.20)
und deren Losung
Fz,t) = —— exp—m—Q (6.21)
Var Dt 4Dt
ist. Damit ist
o2 =2Dt. (6.22)

6.5.3 Langevins Herleitung (1908)

Newtonsches Grundgesetz fiir eine Kugel mit dem Durchmesser a, die sich in einer Fliissigkeit mit
der dynamischen Viskositat n unter dem EinfluB einer zufalligen Kraft X bewegt:

mi = —6mnat + X (6.23)
Erste stochastische Differentialgleichung zur Beschreibung der Natur.

m d? 2 _ d
— = — — X .24
5 gpd T 37rnadtx + Xz (6.24)

Bei der Mittelung < X > fiir eine groBe Teilchenzahl gilt, wegen der Unabhangigkeit der Bewegung
von mikroskopischen und makroskopischen Teilchen

< Xz >=0, (6.25)
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6. Die Brownsche Bewegung

und damit
<tz s= Lip (6.26)
2 "7 2 '
md? < z? > d<ax?>
- — =kT 2
5 72 + 3mna 7 (6.27)
- 2
d<z> kT 6mnat
— — 2
7 Sa + Cexp (6.28)
d<a?> kT
= 6.29
dt 3mna ( )
<z >=2Dt (6.30)
mit
D="rg (6.31)
=7 m™ma .

6.6 Simulation der Brownschen Bewegung

Zufallszahlengeneratoren. GauB-Verteilung. Mittelwert. Standardabweichung. Realisierungen.

6.7 Bestimmung der Loschmidtschen Zahl

Ny==— (6.32)

R = universelle Gaskonstante = 8.314,510(70) Jmol 'K !
Bestimmung von a,x und t.
— prinzipielle Begrenzung der Genauigkeit bestimmter MeBverfahren:

e Drehspiegelschwingung (Zeigerinstrument)

e Widerstandsrauschen (elektronische MeBverfahren)
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7. StoBBe & Billards

7.1 StoBgesetze fiir Punktmassen

Punktmasse — Die Kopplung von Schwerpunktbewegung und innere Bewegung ist vernachlassigbar.

StoB — Austausch von Energie, Impuls
Gesamtimpulserhaltung:
- S _.f _./
miv1 + mgoUs = MUy + Mavy

Gesamtenergieerhaltung beim elastischen StoB:

2 2 '2 '2
miv] + Moy = M1V + Moty

(7.1)

(7.2)

4 Gleichungen, 6 Unbekannte (7}, 7,) — die Geschwindigkeitsvektoren miissen nicht alle in einer

Ebene liegen.
Auswertung im Ruhsystem /Schwerpunktsystem

— — I vy =~
Myt + moty = my; + maty, =0

2 2 _ '2 2 _
mivy + mavy = mivy” + movy =0

2 2 '2 '2 2
— mlvl — _mQUZ, m1U1 — _m2U2 , Ul — Ul

7.1.1 Gerader StoB fiir v, = 0
Fiir zwei Punktmassen folgt mit den Gl. (7.1) und (7.2):
21),11),2=0 —>v,1=0

! le

g = ———0
mi + ms

Wegen
/ 2
Vg = ————— 13
27 14+ my/my
und
! mi1 — my
v = —U;
m1 + meo
gilt fir m; << mg
i i .
vy =0, wv; =—v; (Reflexion)

Speziell findet fiir mq = my ein totaler Impulsaustausch statt:

! ’
vy =0, vy=1

Fiir drei Punktmassen folgt mit den GI. (7.1) und (7.2) mit v = 0 und v3 = 0:

’ ’ ’ ’ ! ! ’
2010y + 2vv3 + 2003 =0 = v =0y =0

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)
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7. Stofle € Billards

7.1.2 KugelstoB

StoB — plotzliches Zusammentreffen zweier oder mehrerer fester Korper (Austausch von Energie,
Impuls, Drehimpuls)

e Massenpunkte — homogene Kugeln ohne Rotation
o elastisch: Neutronen durch Metalle, FuBball, Billard, ideales Gas
e plastisch: Schneeball, Ringmaterie, Galaxien, Wirbel, Asteroideneinschlag, Kernmaterie
Waihrend einer sehr kurzen Zeit wirken sehr groBe Kréfte (StoBkrafte). Statt
mv = F (7.13)

und
m dv = Fdt (7.14)

wird die Anderung der BewegungsgroBe beim StoB (gleich KraftstoB) betrachtet:
T —
mv — muy = / Fdt (7.15)
0

e zentral: StoBnormale || Schwerpunktverbindungsrichtung

e gerade (schief): ¥y |0

7.1.3 Streu-Phdnomene
o(0, @) sin OdOdeo (7.16)
e Franck-Hertz-Versuch (unelastische Streuung ab Mindestenergie, diskrete Uberginge)
e Rutherford-Streuung

e Gravitative Streuung (Saturn-Ringstruktur)

7.2 Elastische Festkorper

7.2.1 KugelstoBkette — Heinrich Hertz

In der Physikalischen Gesellschaft war mehrfach iber die Newtonschen Ringe diskutiert worden. Da-
bei war die Frage nach der Form der aufeinander gepreBten Glasflachen in der unmittelbaren Nahe
ihres Beriihrungspunktes aufgetaucht. Dies nahm Hertz zum AnlaB zu einer theoretischen Untersu-
chung iiber die Beriihrung elastischer Kérper (Beriihrungsfliche, Spannungsverteilung, geodatische
Messungen, Harte)

Uber die Beriihrung fester elastischer Kérper!

Die SchluBbetrachtungen betreffen den StoBvorgang

(M8

p=ka (7.17)

wobei gilt p = Druck, & = Konstante, & = Verschiebung der Kugeloberflache in radialer Richtung.

! Journal fiir reine und angewandte Mathematik 92 (1881) 156-171
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7.8 Unelastische Festkorper

Uber die Beriihrung fester elastischer Korper und iiber die Harte?

7.3 Unelastische Festkorper

7.4 Billards
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8. Korper mit gravitativer
Wechselwirkung

Stabilitdt des Sonnensystems: Monde (Poincaré, Wisdom)

8.1 Zwei - Korper - Problem

Kepler-Gesetze
Gezeiten

8.2 Drei - Korper - Problem

Kleine Stern- oder Galaxiengruppen (Ann.Rev.Astron.Astrophys.)

8.3 Beschrdnktes Drei - Korper - Problem

Kleine Stern- oder Galaxiengruppen (Ann.Rev.Astron.Astrophys.)
Monde, Planetensystem, Saturnring

8.4 Teilchen Simulation

Kugelhaufen, Galaxien, Galaxienhaufen

Teilchen — Teilchen — Methode

O(N?) paarweise Wechselwirkungen.

Teilchen in Zelle Methode

(Particle Mesh Method or Particle - in - Cell Method)

O(N + M log M) Berechnungen noétig, wobei M die Gitterpunktanzahl ist. Das Gitter fiihrt zu einer
beschrankten Auflésung und stark ungleichformige Kdrperverteilungen schranken die Leistung dieses
Ansatzes ein.

Die Methode von Greengard & Rokhlin

O(N) Berechnungen
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8.5 Literatur

Teilchen - Teilchen — Teilchen - Zellen Methode

Finite - Particle Method
8.5 Literatur
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9. GLOSSAR

Apfelminnchen Spitzname einer ebenen grafischen Darstellung der nach dem Mathematiker Be-
noit Mandelbrot benannten Mandelbrotmenge. Sie erinnert an mehrere aufeinandergesetzte Apfel
verschiedener GroBe.

Bifurkation lat: bifurcum = gegabelt

Brownsche Bewegung(engl. Brownian motion, kurz Bm) Der englische Botaniker Robert Brown
entdeckte 1827 bei seinen Forschungen, daB - unter einem Microskop betrachtet - kleinste Teilchen,
die in einer Flissigkeit schweben, heftige, ungeordnete Zickzackbewegungen vollfiihren. Die Brown-
sche Bewegung 1aBt sich als stochastischer ProzeB einer eindimensionalen Variablen auffassen, wenn
man die Bewegungen eines Teilchens im Raum aufzeichnet und dabei nur eine Dimension beriicksich-
tigt. Die Brownsche Bewegung ist statistisch selbstahnlich und besitzt die fraktale Dimension 1.5.
Cantor-Menge Wer aus einer Linie das mittlere Drittel ausschneidet, aus den verbliebenen Stiicken
jeweils das mittlere Drittel heraustrennt und so weiter, der wandelt auf den Spuren des Mathematikers
Georg Cantor. Wird das Ausschneiden unendlich oft wiederholt, entsteht eine Menge mit unendlich
vielen vereinzelten Punkten: Die Cantor-Menge , spater auch "STAUB-Fraktal” genannt. Cantor hat
es Benoit Mandelbrot zu verdanken, daB seine Entdeckung nicht im Kabinett mathematischer Kurio-
sitaten verblieb. Mandelbrot fand in den 60iger Jahren eine Anwendung fiir die Cantor-Menge: Mit
ihr lieB sich die Haufigkeit von Storungen, bei der Ferniibertragung von Computerdaten beschreiben.
Die Fehler treten gehiuft auf, unterbrochen von Phasen stérungsfreier Ubertragung. In jeder ”Feh-
lerphase” finden sich wiederum Pausen und Haufungen. Die fraktale Dimension der Cantor-Menge
betragt D=0.6309 .

Chaos (griech: gestaltlose Urmasse) In der Alltagssprache gilt Chaos als das Gegenteil von Ord-
nung oder die Abwesenheit von Ordnung. Das Wort selbst stammt aus der griechischen Mythologie:
Nach Hesiods Theogonie um 700 v. Chr. war im Anfang das Chaos - eine grenzenlose Leere, aus
der dann Gaia entstand, die Erde. Ahnlich heiBt es in der Genesis, dem Eroffnungskapitel der Bibel:
"Und die Erde war wiist und leer.” Auch die Schopfungsmythologie vieler anderer Volker beginnt
im Chaos. Mathematiker und Naturwissenschaftler sprechen dagegen von ”chaotischen” Systemen,
wenn deren Entwicklung zwar streng determiniert, aber nur beschrankt vorhersagbar ist. Paradox
erscheint daher der Begriff deterministisches Chaos. Dieses Chaos - auf den ersten Blick bloBer Zufall
- entsteht streng gesetzmaBig etwa in Turbulenzen oder bestimmten Doppelpendeln. Trotzdem ist
das Verhalten deterministisch chaotischer Systeme nicht berechenbar, da sie duBerst empfindlich auf
kleinste Veranderungen der Anfangsbedingungen reagieren. Weil sich Startwerte jedoch prinzipiell
nicht beliebig genau ermitteln und damit nie exakt wieder herstellen lassen, ist eine Vorausberech-
nung unmoglich. Die Diagnose deterministisches Chaos bedeutet aber nicht nur Enttauschung iiber
die langzeitigen Vorhersagen - in der scheinbaren Regellosigkeit existieren geordnete Strukturen, etwa
das Feigenbaumszenario.

Dendritisches Wachstum Baumartig verzweigt wachsen beispielsweise Dendriten (griech: den-
dron = baum) von Nervenzellen - Fortsitze, iiber die sie Erregungen empfangen: von den Haupt-
strangen spalten sich kleinere Aste ab, daraus sprieBen Zweige, aus diesen Zweiglein und so fort.
Nicht nur biologische Gebilde, sondern auch anorganische wie Blitze oder Schneeflocken ”wachsen”
dendritisch. Ein Wechselspiel von mikroskopischen und makroskopischen Kraften bestimmt, in welche
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Richtung die weitere Ausdehnung gerade am giinstigsten ist. Bei der Schneeflocke wirkt beispielsweise
auch die winzige Menge Warme, die entsteht, wenn ein Wassermolekiil " festfriert”. Auch die Wind-
und Temperaturverhiltnisse beim Fall aus den Wolken beeinflussen die Form der Flocke. SchlieBlich
gleicht keine der anderen.

Determinismus Philosophische Auffassung, daB alle Geschehnisse vorherbestimmt sind. Der De-
terminismus erlebte einen Aufschwung in der Zeit der klassischen Physik, als das Weltgeschehen
mit Hilfe der Newton-Mechanik zumindest im Prinzip berechenbar zu sein schien. Zugespitzt formu-
lierte der Mathematiker Pierre Simon de Laplace diese Weltsicht im 18. Jahrhundert (Laplacescher
Damon). Erst Anfang unseres Jahrhunderts erkannte der franzdsische Mathematiker Henri Poincaré,
daB das Verhalten nichtlinearer Systeme unvorhersehbar sein kann - auch wenn die physikalischen
Gesetze bekannt sind, nach denen es sich entwickelt.

Dimension Wir unterscheiden zwischen fraktaler und topologischer Dimension. Wahrend die to-
pologische Dimension nur ganzzahlige Werte annehmen kann, ist die fraktale Dimension eine reelle
Zahl. Dabei stellt die fraktale Dimension eine Verbindung zwischen zwei benachbarten topologischen
Dimensionen dar. Nehmen wir beispielsweise eine fraktale Dimension mit Werten zwischen 1 und
2 : Es wird hierbei der Ubergang von einer geraden Linie zu einer Fliche beschrieben. Die fraktale
Dimension ist hier ein MaB dafiir, wie sehr eine kurvige Linie eine Flache fiillt. Je groBer die fraktale
Dimension, desto "wilder”, " zackiger”, "flachenfiillender” die Linie. Beispiel: Man nehme ein Blatt
Papier ( zweidimensional ), und schwérze es mit einem Stift, ohne auch nur einmal abzusetzen. Das
Ergebnis ist eine Linie von hochster fraktaler Dimension ( eventl. 1.9999 ). Natiirlich beiBt sich die
theoretische Vorstellung, daB eine Linie keine Dicke hat, mit der Vorstellung, daB damit eine Flache
uberdeckt werden konne. Eine Million Linien haben schlieBlich immer noch keine Dicke.
Diskretisierung Der Schritt vom Unendlichen (und damit nicht Aufzahlbaren) ins Abzahlbare. Dis-
kretisieren bedeutet die Anwendung einer Abbildung, die eine unendliche Menge in eine abzadhlbare
Menge iiberfiihrt. Beispielsweise konnte man die reellen Zahlen von 0 bis 9 auf die Zahl 1 abbilden,
die Zahlen von 9 bis 19 auf die Zahl 2 usw... . Also eine Abbildung von reellen Zahlen auf natiirliche
Zahlen. Die natiirlichen Zahlen sind abzahlbar, denn jede Zahl ist gerade ihr eigener Abzahlwert, aber
nicht endlich: Es gibt keine groBte natiirliche Zahl. Tatsachlich gibt es in einem Computer keine re-
ellen Zahlen. Der Computer ist nur eine endliche, diskrete Maschine (zwangslaufig, da ein Computer
digital arbeitet). Reelle Zahlen werden nur angendhert wiedergegeben.

Dissipative Systeme lat: dissipare = zerstreut

Entropie griech: entrepein = verandern

Fraktal Der Begriff Fraktal (fractal) ist von Mandelbrot erfunden worden. Er leitete Fraktal vom
lateinischen Adjektiv fractus ab. Das entsprechende Verb frangere bedeutet: brechen, unregelmaBige
Fragmente bilden. Fraktale sind selbstahnliche mit Struktur versehene Gebilde. Sie lassen sich belie-
big vergroBern und verlieren nichts von ihrer Komplexitat. Mit dem Begriff Fraktal konnen wir eine
ganze Reihe von Objekten klassifizieren.

Die Gebilde der klassischen Geometrie, wie Linie, Quadrat, Kreis, Wiirfel, Kegel usw. gehéren nicht
dazu.

Fraktale Brownsche Bewegung (engl. fractional Brownian motion, kurz fBm) Die Fraktionale
Brownsche Bewegung ist eine Verallgemeinerung der Brownschen Bewegung, die zu selbstahnlichen,
stochastischen Prozessen mit beliebigen fraktalen Dimensionen fiihrt. Sie ist das fraktale Modell, das
als Grundlage fiir Computer-Algorithmen zur Erzeugung von Landschaften und Planeten dient.
Iteration lat: iterare = wiederholen. Wiederholte Anwendung derselben Rechenvorschrift, wobei
jedes Ergebnis der Rechnung wiederum als Ausgangswert dient ("endliche Rekursion™).

Kochsche Schneeflocke Fraktales Gebilde, das nach einem einfachen Rezept entsteht: Bei einem
gleichseitigen Dreieck wird auf das mittlere Drittel jeder Seite wieder ein gleichseitiges Dreieck ge-
zeichnet, fiir das die Regel wieder gilt: so entwickelt sich nach unendlich vielen Wiederholungen ein
mathematisches Monster - ein Schneeflockenahliches Gebilde, das von einer unendlich langen Kurve
umgrenzt wird.
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9. GLOSSAR

Laplacescher Damon Fiktives Wesen, erdacht von dem franzésischen Mathematiker Pierre Simon
de Laplace im Jahre 1776 als radikale Konsequenz des Determinismus. Der Damon braucht nur zu
einer Zeit Ort und Geschwindigkeit aller Materialteilchen im Universum zu kennen, um - als wissender
Historiker und Prophet zugleich - Vergangenheit und Zukunft berechnen zu konnen. Der freie Wille
ware damit eine lllusion.

Lindemayer-System Ein Lindemayer-System ist ein mathematisches formales System. Die
Bezeichnung Lindemayer-System ist auf den Biologen Aristid Lindenmayer (1925-1989) zuriick-
zufiihren. Lindemayer konstruierte ein formales System, als theoretisches Werkzeug, um die Ent-
wicklung von Zellorganismen zu erforschen. Mit einem Lindemayer-System lassen sich eine Vielzahl
von Fraktalen definieren und erzeugen. Insbesondere lassen sich damit Pflanzen und pflanzenahnli-
che Gebilde beschreiben. Prinzipielle Arbeitsweise: Wir ersetzen gegebene Symbole nach bestimmten
vorgegebenen Regeln. Das wesentliche Merkmal dieser Ersetzung ist ihre Parallelitat: Alle Erset-
zungsregeln werden gleichzeitig angewandt. Auf Zellstrukturen oder Pflanzen bezogen, bedeutet die
Anwendung der Regeln eine Fortentwicklung oder Wachstum des Organismus.
Lorenz-Attraktor Chaotischer Attraktor benannt nach seinem Entdecker, dem US-Meteorologen
Edward Lorenz, und beriihmt wegen seiner an ein Eulengesicht erinnernden Form.
Mittelpunktverschiebung ( zufillige ) Es gibt verschiedene Methoden, um die fraktrale Brown-
sche Bewegung zu approximieren. Die zufallige Mittelpunktverschiebung ist ein sehr verbreiteter Al-
gorithmus, denn er ist kurz - und damit leicht zu implementieren - und er ist schnell.
Multifraktal Natiirliche Objekte haben in bestimmten Bereichen ( Skalierungen ) ein bestimmtes
charakteristisches Aussehen. Das kdnnen wir in einer fraktalen Dimension ausdriicken, die aber nur
fur diesen bestimmten Bereich giiltig ist. Fraktale mit wechselnder fraktaler Dimension bezeichnen
wir also als Multifraktale.

Neuronale Netze Neuronen sind Hirnzellen. Uber ihre Fortsitze, die Signale empfangenden Den-
driten und die Signale weiterleitenden Axone, sind diese Nervenzellen im Gehirn zu einem verzweigten
Netzwerk verschaltet. Es enthalt alle Erfahrung und alles Wissen seines Besitzers und entsteht durch
Selbstorganisation: Neuronale Verbindungen starken sich oder schwachen sich ab - je nach Aufgabe
des Netzes, von der die einzelnen Nervenzellen nichts "wissen”. Die Arbeitsprinzipien der neuronalen
Netze des Gehirns unterscheiden sich prinzipiell von denen herkommlicher Computer.
Nichtlineare Systeme Systeme, deren Entwicklung durch nichtlineare Gleichungen beschreibbar
sind. Wenn die Elemente eines Systems nichtlinear Wechselwirken, kann das Ganze mehr sein als die
Summe seiner Teile. Nur in nichtlinearen Systemen ist Chaos mdglich.

Poincaré-Schnitt Ein nach dem franzdsischen Mathematiker Henri Poincaré benannter Schnitt
durch einen Attraktor. Er wird zum Beispiel sichtbar, wenn ein Computer alle Schnittpunkte eines
dreidimensionalen Attraktors mit einer Ebene berechnet.

Poincarésche Wiederkehr Dieser Begriff aus der statischen Mechanik bezeichnet das erneute
Durchlaufen eines Zustandes, in dem sich ein dynamisches System bereits einmal befunden hat.
Quasi-periodisch heiBt eine Bewegung, die sich aus mehreren periodischen Teilbewegungen zu-
sammensetzt, ohne selbst periodisch zu sein. Quasiperiodik tritt auf, wenn die Perioden der einzelnen
Bewegungen kein gemeinsames Vielfaches haben, so daB eine exakte Poincarésche Wiederkehr aus-
geschlossen ist.

Rekursionsgleichungen modellieren Riickkopplungen mathematisch.

Schmetterlingseffekt Sinnbild fiir die Unvorhersagbarkeit des Wettergeschehens. Da die Atmo-
sphare ein nichtlineares System ist, konnen auch kleinste Storungen den Wetterverlauf grundlegend
andern, die Luftwirbel, die ein Schmetterling in China verursacht, konnen Ausldser eines Hurrikans
sein, der Wochen spater iiber der Karibik tobt.

Selbstihlichkeit ist eine Eigenschaft, die viele Fraktale zeigen: Verschieden starke VergroBerungen
der Objekte dhneln einander.

Stochastik Die Stochastik ist die Lehre vom Zufall.

Zufall Zufallige Vorgange lassen sich prinzipiell nicht vorausberechnen, wahrend fiir deterministisches
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Chaos wenigstens kurzfristige Vorhersagen moglich sind. Oft ist es schwer zu entscheiden, ob echtes
Chaos vorliegt. So gibt es Gliicksspielautomaten mit elektronisch gespeicherten Listen von “Zufalls-

zahlen”, die simtliche Spielergebnisse vorherbestimmen.
Voxel (engl. volume pixel) Die Bezeichnung eines Punktes im Raum, dessen Position durch drei

Koordinaten (z,vy, z) bestimmt ist.
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10. Turbo-Pascal-Texte
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tische und methodische Hinweise fiir die Sekundarstufen | und Il, Diimmler® Verlag, Bonn
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10. Turbo-Pascal-Texte
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11. IDL-Texte
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11. IDL-Texte
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12. REDUCE-Texte

Einfiihrungen

Ueberberg, Johannes 1992 Einfiihrung in die Computeralgebra mit REDUCE. Fiir Mathematiker,
Informatiker und Physiker, Bl Wissenschaftsverlag, Mannheim
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von Computer-Algebra, Springer, ISBN 3-540-56705-4
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