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1. Einf�uhrungDas vorliegende Skriptum1 entstand w�ahrend meiner einj�ahrigen (1992/93) Zusammenarbeit mitSch�ulern des Gymnasiums in Kleinmachnow. Bei diesem Kurs konnte ich davon ausgehen, da� dieSch�uler virtuos mit ihren PCs umgehen k�onnen, bereits fraktale Mengen auf den Bildschirmen ihrerComputer sichtbar gemacht haben und das eine oder andere popul�are Buch zur nichtlinearen Dyna-mik gelesen haben. Die sehr g�unstige Situation des Gymnasiums, mit einem Wohnheim ausgestattetzu sein, erlaubte die Arbeit in den Abendstunden zwischen 19 und 22 Uhr.Das Ziel der w�ochentlich stattgefundenen Arbeitsgemeinschaft war es, den Sch�ulern eine Einf�uhrungin einige grundlegende Begri�e der nichtlinearen Dynamik zu geben, deren Beziehung zu physika-lischen Fragestellungen zu verdeutlichen und auf die damit verkn�upfte Vielzahl o�ener Fragen auf-merksam zu machen. Gleichzeitig kam es mir darauf an zu zeigen, da� die Ans�atze der nichtlinearenDynamik ein Aspekt der Naturbeschreibung neben vielen anderen darstellen. Aus der Spiegel-Serie2�uber Ausbreitung und Mi�brauch der \Chaostheorie" geht unter anderem hervor, da� eine einge-hende Betrachtung der Grundideen und Aussagen der nichtlinearen Dynamik von gro�er Wichtigkeitist.Der z.T. sehr unterschiedliche Umfang der Ausarbeitung der einzelnen Kapitel ist mehr oder weni-ger zuf�allig3. Die vorliegende Arbeit ist noch nicht abgeschlossen. Die Erfahrungen, die sich aus derlaufenden Arbeitsgemeinschaft ergeben, werden noch eingearbeitet.Als einf�uhrende Schriften, die die verschiedensten Aspekte der nichtlinearen Dynamik, ausgehend vonnaturwissenschaftlichen Fragestellungen, erl�autern, sind zu empfehlen:� Gleick, J. 1990 Chaos - die Ordnung des Universums. Vorsto� in Grenzbereiche der modernenPhysik, Knaur, M�unchen� Stewart, I. 1993 Spielt Gott Roulette? Insel Verlag, Frankfurt am Main - Leipzig� Prigogine, I. & I. Stengers 1981 Dialog mit der Natur. Neue Wege naturwissenschaftlichenDenkens, Piper, M�unchen - Wien� Eigen, M. & R. Winkler 1975 Das Spiel. Naturgesetze steuern den Zufall, Piper, M�unchen -Wien� Haken, H. 1981 Erfolgsgeheimnisse der Natur. Synergetik: Die Lehre vom Zusammenwirken,Deutsche Verlagsanstalt, Stuttgart1Das PostScript-File (3,550,125 Bytes) kann �uber die WWW-Page http://www.agnld.uni-potsdam.de/~shw/shw er-reicht werden.2Peter Br�ugge, Kult um das Chaos. Aberglaube oder Welterkl�arung? DER SPIEGEL 39/1993, 156-164; 40/1993,232-241 & 41/1993, 7, 240-252. Repliken: Richter, P.H., H. Dullin & H.-O. Peitgen, 1994 Der SPIEGEL, dasChaos { und die Wahrheit, Phys. Bl. 50, 355-358, Adams, E. 1994 Antwort, Phys. Bl. 50, 359, Geisel, T. 1994Leserbrief zum SPIEGEL-Titel \Chaostheorie", Phys. Bl. 50, 359, Bernd Sch�one, Der Sturm im Spiegel, ChaotischeNachrichten Nr. 29, Mai 1994, S. 53Als ich z.B. den Abschnitt �uber die Brownsche Bewegung ausarbeitete, war ich wegen einer Grippe zu Hause { derAbschnitt bekam daher einen gr�o�eren Umfang. 1



1. Einf�uhrung� Lauwerier, H. 1989 Fraktale verstehen und selbst programmieren, Wittig-Fachbuchverlag,H�uckelhoven� Peitgen, H.-O., H. J�urgens, D. Saupe, E. Maletsky, T. Perciante & L. Yunker et al. 1992Chaos. Iteration, Sensitivit�at, Mandelbrot-Menge. Ein Arbeitsbuch, Springer-Verlag & ErnstKlett Schulbuchverlag� Heinrichs, Georg 19932 Chaos: Einf�uhrung in eine neue physikalische Theorie, Aulis-VerlagDeubner & Co KG, K�oln� Schuster, H.G. 19882 Deterministic Chaos. An Introduction, Physik-Verlag, Weinheim� Gaponov-Grekhov, A.V. & M.I. Rabinovich 1992 Nonlinearities in Action: Oscillation, Chaos,Order, Fractals, Springer-Verlag, Berlin� Argyris, J., G. Faust & M. Haase (1994) Die Erforschung des Chaos, Vieweg, Braunschweig� D.K. Arrowsmith & C.M. Place: Dynamische Systeme, Spektrum-Verlag, Weinheim 1994Zu danken habe ich insbesondere J�urgen Kurths, dem Leiter der Max-Planck-Arbeitsgruppe Nicht-lineare Dynamik an der Universit�at Potsdam, f�ur die Anregung zu dieser Arbeit und seine Un-terst�utzung, und Stefan Schmidt, jetzt TU Berlin, f�ur viele Anregungen und seine Hilfe bei derAnfertigung einiger Abbildungen f�ur die vorliegende Arbeit.
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2. Motivation f�ur die nichtlineareDynamik

Abbildung 2.1: Die Tagesmittelwerte der scheinbaren Helligkeit der Zwergnova SS Cyg f�urden Zeitraum von 1896 bis 1907 (AAVSO). Deutlich sichtbar heben sichdie Ausbruchshelligkeiten von der Grundhelligkeit bei 11.5 mag ab. Der Hel-ligkeitszuwachs entspricht einer etwa 40-fachen Zunahme der Leutchkraftdes Sterns. Die Ausbr�uche �nden im Mittel alle 50 Tage statt und dauernzwischen 7 und 14 Tage.2.1 BeobachtungDie im folgenden eingestreuten Abbildungen sollen die Vielf�altigkeit des Zeitverhaltens von verschie-densten Gr�o�en, meist physikalischer Systeme, illustrieren. Durch diese Galerie von Zeitreihen sollnicht der Eindruck erweckt werden, da� allein die nichtlineare Dynamik als erkl�arender Ansatz in3



2. Motivation f�ur die nichtlineare Dynamik

Abbildung 2.2: Radiostrahlungs
u� der Sonne bei 37 GHz w�ahrend eines Bursts am 23. M�arz1991 gegen 11:58 UT. Die Zeitau
�osung ist 0.05 s. Die Messung erfolgtemit einem Radioteleskop in Mets�ahovi nahe Helsinki (S. Urpo).Frage kommt.2.1.1 Irregul�ares zeitliches VerhaltenMan beobachtet f�ur viele Merkmale der Realit�at aperiodische und irregul�are Bewegungen. ZeitlicheEntwicklung von Zust�anden mit kompliziertem Verhalten: Zeitreihen der Astrophysik (solare undstellare Aktivit�at, Ver�anderliche), Geophysik (Gezeiten, Variation des Erdmagnetfelds), Meteorologie(Wetter), �Okologie (Populationsdichte), Medizin (EEG, EKG), Soziologie, Wirtschaft (DAX).Quantitative Beschreibung des Regularit�atsgrades:� Spektralanalyse, Wavelets� Lorenz map, Return map� Phasenraumrekonstruktion (Dimensionen, Vorhersage, Lyapunov Exponent)� Symbolische Dynamik (Entropie, Komplexit�at, Transinformation)Modell f�ur Proze�- und Me�rauschenRauschfreier Proze�: xn+1 = rxn(1� xn) (2.1)Me�rauschen: yn+1 = xn+1 + �n+1 (2.2)4



2.1 Beobachtung

Abbildung 2.3: Zeitliche Entwicklung der Richtung des globalen magnetischen Dipols derErde f�ur die letzten 30 Megajahre. Das obere Niveau kennzeichnet die mo-mentane Ausrichtung des Dipols.

Abbildung 2.4: Zeitliche Entwicklung der Dauer f�ur Ausrichtung des globalen magnetischenDipols der Erde f�ur die letzten 30 Megajahre. 5



2. Motivation f�ur die nichtlineare Dynamik

Abbildung 2.5: Plasmadichte l�angs der Flugbahn von IK 24 am 13. Juni 1990 in etwa 2000km H�ohe in h�oheren Breiten (Orbit 3112).

Abbildung 2.6: DAX-Werte (Deutscher Aktien Index) f�ur mehr als acht Monate des Jahres1990. T�aglich wird dieser Index um 11:00, 11:30, 12:00, 12:30, 13:00 und13:30 MEZ herausgegeben.6



2.1 Beobachtung�Au�ere St�orung der dynamischen Variablen:xn+1 = rxn(1� xn) + �n (2.3)�Au�ere St�orung eines Systemparameters:xn+1 = (r + �n)xn(1� xn) (2.4)Ursache f�ur das zeitlich irregul�are Verhalten in den Me�resultaten:

Abbildung 2.7: Wei�es Rauschen: Gleichm�a�ig verteilte Zufallszahlen aus dem Intervall[0,1].� Unkontrollierte Ein
�usse (�au�ere St�orungen){ Wei�es Rauschen{ Farbiges Rauschen (autoregressives Modell)� Nichtlineare Terme in den Bewegungsgleichungen{ Niedrig-dimensionales Chaos{ Hoch-dimensionales Chaos (?)� Heisenbergsche Unsch�arferelation 7



2. Motivation f�ur die nichtlineare Dynamik

Abbildung 2.8: Wei�es Rauschen: Gau�-verteilte Zufallszahlen mit der Varianz 1.

Abbildung 2.9: Zweidimensionale Zufallsbewegung bei gleichm�a�ig verteilten Zufallszahlen.8



2.1 Beobachtung

Abbildung 2.10: Zweidimensionale Zufallsbewegung bei Gau�-verteilte Zufallszahlen.

Abbildung 2.11: Realisierung eines autoregressiven Prozesses 1.-ter Ordnung mit a1 = 0.7und � = 10. 9



2. Motivation f�ur die nichtlineare Dynamik2.1.2 FormenvielfaltFraktale (K�ustenlinien, Bruch
�achen, Bahn eines Brownschen Teilchens, Galaxienverteilung)� Koch-Kurve, fraktale Dimension� Selbst�ahnlichkeit in der Natur� Lindenmayer - Algorithmus� Landschaftsgeneratoren� Julia - Mengen & Apfelm�annchen2.1.3 Zellul�are Automaten & PerkolationHier bilden sich aus eng begrenzten Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Maschen eines Netzes dif-�zile Gebilde, Turbulenzen, Landschaften, wandernde Individuen. Die Entstehung des Komplexen ausdem Einfachen l�adt zu allerlei Spekulationen ein, nicht zuletzt zum spielerischen Herumprobieren.R. Mahnke, J. Schmelzer, G. R�opke, Nichtlineare Ph�anomene und Selbstorganisation, B.G. Teub-ner, Stuttgart 1992, p.191Stau�er, Computers in Physics, 1991V. Demmel, CA & AstrophysikS. Wolfram, Theory and Applications of Cellular Automata, World Scienti�c, Singapore, 1986Cellular Automata, Theory and Experiment, edited by H. Gutowitz, MIT Press, 19912.1.4 MustererkennungNeuronale Netze (OCR, Optical Character Recognition)2.1.5 Symbolische DynamikMa�e (Informations-Entropie), die z.T. Sch�atzungen von (bedingten) Wahrscheinlichkeiten erfordern.2.2 LiteraturHopcroft, J.E & J.D. Ullman (1994) Einf�uhrung in die Automatentheorie, formale Sprachen undKomplexit�atstheorie, Addison-Wesley, Bonn2.3 Paradigmatische GleichungenLinearit�at (Superpositionsprinzip)f(�1x1 + �2x2) = �1f(x1) + �2f(x2) (2.5)Danach sind nichtlineare Funktionsgleichungen:y = mx+ n (2.6)y = x2 (2.7)Ein bekanntes Beispiel f�ur eine nichtlineare Additionsvorschrift ist das Einsteinsche Additionstheoremder Geschwindigkeiten f�ur vi ! c v = v1 + v21 + v1�v2c2 (2.8)10



2.3 Paradigmatische Gleichungen2.3.1 Mathematisch gut untersuchte nichtlineare Gleichungen� Logistische Abbildung (Populationsdynamik)� Lorenz - Gleichungssystem (Konvektion)2.3.2 Wichtige nichtlineare Gleichungen der Physik� Navier - Stokes - Gleichung (Turbulenz)� Dynamo - Gleichungen (Magnetfelder von Planeten, Sternen und Galaxien)

11



3. Logistische Abbildung(Parabel-Abbildung)Dieses Kapitel soll deutlich werden lassen, da� die Ber�ucksichtigung nichtlinearer Terme in den Be-wegungsgleichungen eine drastische �Anderung f�ur deren L�osungsverhalten bedeutet.Mathematisches Pendel �x+ gl sinx = 0 (3.1)�x+ !2x = 0 (3.2)Parametrisch-angeregtes Pendel (Pompe)

Abbildung 3.1: Logistische Parabeln f(x; r) f�ur 10 verschiedene Werte des Kontrollparame-ters r.
12



3.1 Abbildungsgleichung (P.F. Verhulst 1845)3.1 Abbildungsgleichung (P.F. Verhulst 1845)Iterationsgleichung: xn+1 = f(xn) ; f(xn) = r xn (1� xn) ; xn 2 [0; 1] (3.3)r = Kontrollparameter mit r 2 [0; 4]Ableitung von Gl. 3.3: f 0(xn) = r (1� 2xn) ; xn 2 [0; 1] (3.4)Merkmale physikalischer Systeme, die mit der Nichtlinearit�at von Gleichungen modelliert werdenk�onnen:� Qualitative Ver�anderung des asymptotischen Verhaltens eines physikalischen Systems inAbh�angigkeit von den Systemparametern (quantitative Abh�angigkeiten sind allgemein akzep-tiert: Harmonischer Oszillator)� Emp�ndlichkeit gegen�uber Anfangsbedingungen� Weg ins Chaos via PeriodenverdopplungVisualisierung des L�osungsverhaltens der Gl. 3.3:� Zeitreihe xn(r; n > 300) gem�a� Gl. 3.3 in Abh�angigkeit vom Kontrollparameter r� Graphische Iteration (Abb. 3.1 bis 3.7)� Feigenbaum-Diagramm (Bifurkationsdiagramm: Abb. 3.11)� Histogramm f�ur xn und die lokalen Expansionsraten (Anstiege) f 0(xn)� Farbplot zur Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen: x10 �uber x0 und r3.2 Iterierte: fN(x) f1(x) = f(x) = rx(�x+ 1) (3.5)f2(x) = f(f(x)) = r2x(�rx3 + 2rx2 � rx� x+ 1) (3.6)f3(x) = f(f(f(x))) = r3x(�r4x7 + 4r4x6 � 6r4x5 + 4r4x4 � r4x3 � 2r3x5 + 6r3x4 � 6r3x3 +2r3x2 � r2x3 + 2r2x2 � r2x� rx3 + 2rx2 � rx� x+ 1)(3.7)f4(x) = f(f(f(f(x)))) = r4x(�r11x15 + 8r11x14 � 28r11x13 + 56r11x12 � 70r11x11 + 56r11x10 �28r11x9 + 8r11x8 � r11x7 � 4r10x13 + 28r10x12 � 84r10x11 + 140r10x10 � 140r10x9 +84r10x8 � 28r10x7 + 4r10x6 � 6r9x11 + 36r9x10 � 90r9x9 + 120r9x8 � 90r9x7 +36r9x6 � 6r9x5 � 2r8x11 + 12r8x10 � 34r8x9 + 60r8x8 � 70r8x7 + 52r8x6 � 22r8x5 +4r8x4 � 6r7x9 + 30r7x8 � 61r7x7 + 64r7x6 � 36r7x5 + 10r7x4 � r7x3 � 6r6x7+24r6x6 � 36r6x5 + 24r6x4 � 6r6x3 � r5x7 + 4r5x6 � 8r5x5 + 10r5x4 � 7r5x3 +2r5x2 � r4x7 + 4r4x6 � 8r4x5 + 10r4x4 � 7r4x3 + 2r4x2 � 2r3x5 + 6r3x4 �7r3x3 + 4r3x2 � r3x� r2x3 + 2r2x2 � r2x� rx3 + 2rx2 � rx� x+ 1)(3.8)13



3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

Abbildung 3.2: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 3.

Abbildung 3.3: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 3:12.14



3.2 Iterierte: fN (x)

Abbildung 3.4: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 3:2.

Abbildung 3.5: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 3:5699. 15



3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

Abbildung 3.6: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 3:67.

Abbildung 3.7: Gra�sche Iteration f�ur die logistische Abbildung mit r = 4.16



3.2 Iterierte: fN (x)

Abbildung 3.8: Die Abbildung f2(x) f�ur 10 verschiedene Werte des Kontrollparameters r.

Abbildung 3.9: Die Abbildung f3(x) f�ur 10 verschiedene Werte des Kontrollparameters r.17



3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)

Abbildung 3.10: Die Abbildung f4(x) f�ur 10 verschiedene Werte des Kontrollparameters r.f5(x) = f(f(f(f(f(x))))) = r5x(�r26x31 + 16r26x30 � 120r26x29 + 560r26x28 � 1820r26x27+4368r26x26 � 8008r26x25 + 11440r26x24 � 12870r26x23 + 11440r26x22 � 8008r26x21 + 4368r26x20�1820r26x19 + 560r26x18 � 120r26x17 + 16r26x16 � r26x15 � 8r25x29 + 120r25x28 �840r25x27 + 3640r25x26 � 10920r25x25 + 24024r25x24 � 40040r25x23 +51480r25x22 � 51480r25x21 + 40040r25x20 � 24024r25x19 + 10920r25x18 � 3640r25x17 + 840r25x16 � 120r25x15 + 8r25x14 � 28r24x27 + 392r24x26 � 2548r24x25+10192r24x24 � 28028r24x23 + 56056r24x22 � 84084r24x21 + 96096r24x20 � 84084r24x19 +56056r24x18 � 28028r24x17 + 10192r24x16 � 2548r24x15 + 392r24x14 � 28r24x13 �4r23x27 + 56r23x26 � 420r23x25 + 2184r23x24 � 8372r23x23 + 24024r23x22 �52052r23x21 + 85800r23x20 � 108108r23x19 + 104104r23x18 � 76076r23x17 +41496r23x16 � 16380r23x15 + 4424r23x14 � 732r23x13 + 56r23x12 � 28r22x25 + 364r22x24 �2254r22x23 + 8848r22x22 � 24640r22x21 + 51436r22x20 � 82698r22x19 + 103488r22x18 �100716r22x17 + 75460r22x16 � 42658r22x15 + 17584r22x14 �4984r22x13 + 868r22x12 � 70r22x11 � 84r21x23 + 1008r21x22 � 5600r21x21+19096r21x20 � 44660r21x19 + 75768r21x18 � 96096r21x17 + 92400r21x16 � 67452r21x15 +36960r21x14 � 14784r21x13 + 4088r21x12 � 700r21x11 + 56r21x10 � 6r20x23 + 72r20x22 � 536r20x21 + 2860r20x20 � 10698r20x19 + 28132r20x18 � 53004r20x17 +72792r20x16 � 73530r20x15 + 54576r20x14 � 29376r20x13 + 11132r20x12 �2806r20x11 + 420r20x10 � 28r20x9 � 2r19x23 + 24r19x22 � 168r19x21 + 836r19x20 � 3110r19x19 +18



3.3 Fixpunkte und Stabilit�at8924r19x18 � 20036r19x17 + 35088r19x16 � 47310r19x15 +48272r19x14 � 36480r19x13 + 19812r19x12 � 7370r19x11 + 1724r19x10 � 212r19x9 + 8r19x8 �12r18x21 + 132r18x20 � 750r18x19 + 2880r18x18 � 8094r18x17 +17100r18x16 � 27469r18x15 + 33704r18x14 � 31492r18x13 + 22100r18x12 � 11308r18x11 + 3992r18x10 � 874r18x9 + 92r18x8 � r18x7 � 34r17x19 + 340r17x18 �1650r17x17 + 5160r17x16 � 11488r17x15 + 18872r17x14 � 23044r17x13 + 20768r17x12 �13570r17x11 + 6228r17x10 � 1898r17x9 + 344r17x8 � 28r17x7 � 6r16x19 +60r16x18 � 330r16x17 + 1260r16x16 � 3510r16x15 + 7272r16x14 � 11344r16x13+13348r16x12 � 11694r16x11 + 7400r16x10 � 3206r16x9 + 864r16x8 � 118r16x7 +4r16x6 � 30r15x17 + 270r15x16 � 1150r15x15 + 3080r15x14 � 5776r15x13 + 7952r15x12 � 8176r15x11 + 6260r15x10 � 3490r15x9 + 1346r15x8 � 322r15x7 + 36r15x6 � 61r14x15 + 488r14x14 � 1760r14x13 + 3780r14x12 � 5368r14x11 + 5272r14x10 �3618r14x9 + 1700r14x8 � 515r14x7 + 88r14x6 � 6r14x5 � 6r13x15 +48r13x14 � 232r13x13 + 784r13x12 � 1786r13x11 + 2708r13x10 � 2738r13x9 +1832r13x8 � 784r13x7 + 196r13x6 � 22r13x5 � r12x15 + 8r12x14 � 52r12x13+224r12x12 � 610r12x11 + 1112r12x10 � 1412r12x9 + 1252r12x8 � 749r12x7 +280r12x6 � 56r12x5 + 4r12x4 � r11x15 + 8r11x14 � 32r11x13 + 84r11x12 �190r11x11 + 412r11x10 � 718r11x9 + 862r11x8 � 669r11x7 + 320r11x6 � 86r11x5 +10r11x4 � 4r10x13 + 28r10x12 � 92r10x11 + 188r10x10 � 284r10x9 +364r10x8 � 389r10x7 + 296r10x6 � 134r10x5 + 28r10x4 � r10x3 � 8r9x11 +48r9x10 � 130r9x9 + 210r9x8 � 226r9x7 + 172r9x6 � 94r9x5 + 34r9x4 � 6r9x3 � 2r8x11 + 12r8x10 � 40r8x9 + 90r8x8 � 137r8x7 + 140r8x6 �94r8x5 + 38r8x4 � 7r8x3 � 6r7x9 + 30r7x8 � 67r7x7 + 88r7x6 � 74r7x5 +40r7x4 � 13r7x3 + 2r7x2 � 7r6x7 + 28r6x6 � 44r6x5 + 34r6x4 �13r6x3 + 2r6x2 � r5x7 + 4r5x6 � 10r5x5 + 16r5x4 � 13r5x3 + 4r5x2 �r4x7 + 4r4x6 � 8r4x5 + 10r4x4 � 8r4x3 + 4r4x2 � r4x� 2r3x5 + 6r3x4�7r3x3 + 4r3x2 � r3x� r2x3 + 2r2x2 � r2x� rx3 + 2rx2 � rx� x+ 1)(3.9)3.3 Fixpunkte und Stabilit�atEin Punkt x0 mit x0 = f(x0) hei�t Fixpunkt der Abbildungxn+1 = f(xn): (3.10)Eine Trajektorie fxngN�1k=0 mit fN (x0) = x0 und f i(x0) 6= x0 f�ur i=1, . . . , N-1 hei�t periodischerOrbit der Periode N . f 0(xn) ( > 1 : instabilerF ixpunkt< 1 : stabilerF ixpunktx0(1) = 0 ist stets ein Fixpunkt. x0(2) = 1� 1r (3.11)ist f�ur r � 1 ein Fixpunkt. Wegen f 0(x0(1)) = r ist x0(1) asymptotisch stabil f�ur r 2 [0; 1]. F�ur r > 1ist x0(1) instabil. 19



3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)x0(2) ist wegen f 0(x0(2)) = 2� r (3.12)f�ur r 2 (1; 3) stabil, anderenfalls instabil.� Periodisches Regime [r1 = 3; r1 = 3:569; 945; 6 : : :] F�ur gro�e n h�upfen die xn mit wach-sendem r zuerst zwischen zwei Werten hin und her, dann werden mit weitersteigendem nwiederholt dieselben Zahlensequenzen, der L�ange 4, 8, : : : 2n durchlaufen. Bei r1 ist dannschlie�lich das Chaos ausgebrochen: xn h�upft im gesamten Intervall statistisch herum.� Chaotisches Regime [r1; 4], aperiodische Bahnen, aber f�ur die meisten Anfangswerte periodi-sche Orbits mit riesiger Periode. Es gibt jedoch Bereiche, die vom Chaos gemieden werden.Im chaotischen Bereich h�angt xn f�ur festes n zwar �uberaus emp�ndlich von x0 ab. Die Berei-che des Intervalls (0,1), die die Folge bevorzugt besucht, und die Wahrscheinlichkeit, mit derxn in einem gegebenen Intervall angetro�en wird, sind aber von x0 unabh�angig und k�onnenberechnet werden (Histogramme f�ur verschiedene r).

Abbildung 3.11: Das Feigenbaum-Diagramm f�ur das Kontrollparameterintervall r 2 [3; 4].3.4 Feigenbaum - Konstanten3.4.1 � = 2:502; 907; 875; 0 : : : � = � dndn+1 ; n >> 1: (3.13)Die neue Punktgeneration sollte etwa � - mal dichter liegen als die alte.20



3.5 Lyapunov-Exponent �3.4.2 � = 4:669; 201; 990; 97 : : : � = limn!1 rn � rn�1rn+1 � rn (3.14)

Abbildung 3.12: Lyapunov-Exponenten �(r) f�ur r 2 [3.5,4]. Die Schrittweite des Kontroll-parameters r ist 10�4.3.5 Lyapunov-Exponent ��(r) = limn!1 1n n�1Xi=0 ln jf 0[f i(0; r)]j (3.15)� 8><>: > 0 : chaotischeRegion= 0 : Grenzzyklus< 0 : stabilerF ixpunkt3.5.1 r 2 [0; 1]x0(1) = 0 stabil, die xn streben gegen Null.�(r) = limn!1 1n n�1Xi=0 ln(r) (3.16)�(r) = ln(r) � 0 (3.17)21



3. Logistische Abbildung (Parabel-Abbildung)3.5.2 r 2 (1; 3]Die xn streben gegen einen festen Fixpunkt:x0(2) = 1� 1r (3.18)f 0n = r (1� 2 + 2r ) = 2� r (3.19)�(r) = limn!1 1n n�1Xi=0 ln j2� rj (3.20)�(r) = ln j2� rj (3.21)3.5.3 r 2 (3; 3:5699:::)3 < r � 1 +p63.5.4 r 2 (3:5699:::; 4]3.6 LiteraturMay, Robert M. 1976 Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature 261,459-467Brun, Ernst 1986 Ordnungs-Hierarchien, Orell F�ussli Graphische Betriebe AG, Z�urichSeifritz, Walter 1989 Wachstum, R�uckkopplung und Chaos. Eine Einf�uhrung in die Welt der Nicht-linearit�at und des Chaos, Carl Hanser Verlag, M�unchen-WienBahr, Ute & Gerhard Diener, Chaotisches Verhalten vollst�andig deterministischer Systeme, Wis-senschaft & Fortschritt 39, 209-212Skriptensammlung zum Chaos-Seminar im Wintersemester 1990/1991 an der Technischen Univer-sit�at M�unchen, Chaos-Gruppe e.V.Jaeckel, Klaus & Joachim Schellnhuber 1986 Exemplarische Darstellung des aktuellen Paradigmen-wechsels innerhalb der klassischen Mechanik, PdN-Physik 35, 41-44Thomas, Bernhard 1986 Systemtheoretische Konzepte f�ur f�acher�ubergreifenden Unterricht, MNU39, 464-477Silverberg, Lars, Karl Luchner & Roman Worg 1986 Nichtlineare gekoppelte mechanische Syste-me. Simulation, Experiment, stabiles und chaotisches Verhalten, PhuD 1, 23-38Luchner, Karl & Roman Worg 1987 Harmonische und chaotische Schwingungen, MNU 40, 337-343Kirchgraber, Urs 1987 Das Vorhersehbare und das Unvorhersehbare, Naturwissenschaften 74, 105-110Backhaus, U. & H.J. Schlichting 1987 Ein Karussel mit chaotischen M�oglichkeiten, PdN-Physik22
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4. Lorenz - GleichungenObgleich die Lorenz-Gleichungen ein sehr oft zitiertes Beispiel f�ur ein chaotisches dynamisches Sy-stem darstellen, sind die Eigenschaften des Lorenz-Attraktors g�anzlich andere als diejenige, die dasAusgangsgleichungssystem hervorbringt. Die Ursache liegt in der unzul�assig verk�urzten Galerkin-Approximation bei der Herleitung der Lorenz-Gleichungen aus den urspr�unglich partiellen Di�eren-zialgleichungen. Dennoch haben die Lorenz-Gleichungen nicht nur zur Veranschaulichung, sondernauch zum Verst�andnis des Ph�anomens der nichtlinearen Dynamik beigetragen. Die Suche nach Re-duktionen von hoch- oder unendlich-dimensionalen Systemen, die den gesamten Attraktor und damitdas Langzeitverhalten widerspiegeln, ist Gegenstand der mathematischen Forschung.4.1 Rayleigh - B�enard - KonvektionB�enard (1900) ExperimentRayleigh (1916) Theorie� von unten erhitzte Fl�ussigkeiten (Konvektionszellen)� Atmosph�aren der Planeten, Materiebewegung in den Konvektionszonen von Sternen und Ak-kretionsscheiben4.1.1 Navier - Stokes - GleichungNavier (1785-1836)Stokes (1819-1903) %@~v@t + %(~v � ~r)~v = F � ~rp+ ��~v (4.1)Skalenfreie Form: @~v0@t0 + (~v0 � ~r0)~v0 = F 0 � ~r0p0 + 1R�0~v0 (4.2)Reynold'sche Zahl (1842-1912): R = %LV� (4.3)Boussinesq N�aherung: Nur die Dichte ist von der Temperatur abh�angig:% = %0(1� a�T ) (4.4)4.1.2 Kontinuit�atsgleichung @%@t +r � (%~v) = 0 (4.5)25



4. Lorenz - Gleichungen4.1.3 Fouriersche W�armeleitungsgleichung (1822)@T@t = �~r2T (4.6)4.1.4 Saltzman - Gleichungen (1962)4.1.5 Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.1: Die x-Komponente des Lorenz-Attraktors.F�ur die Saltzman-Gleichungen des Rayleigh-B�enard-Experiments wird in niedrigster Ordnung einFourier-Modenansatz gew�ahlt �! Lorenz-Gleichungen (nichtlineare Terme!):_x = �(y � x); (4.7)_y = x(r � z)� y und (4.8)_z = xy � bz; (4.9)mit � = 10; r = 28; b = 83 (4.10)x = dimensionslose Geschwindigkeitsamplitude, Rate des konvektiven Overturningy; z = dimensionslose Amplituden der horizontalen und vertikalen Temperaturvariation� ist proportional zur Prandtl-Zahl Pr Pr = �� (4.11)26



4.1 Rayleigh - B�enard - Konvektion

Abbildung 4.2: Die z-Komponente des Lorenz-Attraktors.

Abbildung 4.3: Die x-y-Projektion des Lorenz-Attraktors.
27



4. Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.4: Eine 3D-Darstellung des Lorenz-Attraktors.

Abbildung 4.5: Eine 3D-Darstellung des Lorenz-Attraktors.
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4.1 Rayleigh - B�enard - Konvektion� = kinematische Z�ahigkeit� = thermische Di�usivit�atr = normierte Rayleigh-Zahl, Kontrollparameterr = RaRac / �T (4.12)a = Wellenzahl der horizontalen Fundamentalmodeb = 41 + a2 (4.13)Normierte Zeit: � = �2h2 (1 + a2)�t (4.14)� 1D-Projektionen des Lorenz-Attraktor� 1D-Projektionen von reduzierte Gleichungen f�ur SonnendynamoDie Bifurkationsstruktur der urspr�unglichen Gleichungen und der stark reduzierter Gleichungen kanngrundlegend verschieden sein. Man beachte, da� z.B. die 2D Rayleigh-Benard-Konvektion kein Chaoszeigt, also nicht durch die Lorenz-Gleichungen beschrieben wird.Euler { VerfahrenAnwendung auf die Gleichungen f�ur einen ged�ampften harmonischen Oszillator:_x = �cx� !2y; (4.15)_y = x (4.16)Abb. 15. Ged�ampfte harmonische Schwingung x(t)Abb. 16. Phasenraumdarstellung f�ur einen ged�ampften harmonischen OszillatorDie Gleichungen f�ur eine Integration des obigen Di�erentialgleichungssystems mittels Euler-Verfahrenlauten: x(t+�t) = x(t)� (cx(t) + !2y(t))�t (4.17)y(t+�t) = y(t) + x(t)�t (4.18)Als Parameter und Anfangsbedingungen eignen sich z.B. folgende Werte:x = 5, y = 0, �t = 0.01, Reibungskonstante = c = 0.01, Winkelgeschwindigkeit = ! = 1.Die Anwendung desselben L�osungsalgorithmus auf die Lorenz - Gleichungen f�uhrt auf die folgendenGleichungen: x(t+�t) = x(t) + �(y(t) � x(t))�t; (4.19)y(t+�t) = y(t) + (x(t)(r � z(t)) � y(t))�t; (4.20)y(t+�t) = y(t) + (x(t)y(t) � bz(t))�t; (4.21)wobei wir die Standardparameter verwenden:� = 10; r = 28; b = 83 : (4.22)Benachbarte Trajektorien: ~d(~r; ~r0) (4.23)Beobachtung von Lorenz (1963): 29



4. Lorenz - Gleichungen� Unabh�angig von den Anfangsbedingungen und unabh�angig von der Integrationsroutine (Euler -Methode erster Ordnung reicht aus!) gibt es einen Attraktor mit einer charakteristischen Form� Die Trajektorie ist weder periodisch noch station�ar� Die Details des Attraktors h�angen sehr emp�ndlich von den Anfangsbedingungen und derIntegrationsmethode ab. Keine Voraussagbarkeit (Loop - Sequenzen).Numerische Experimente:� x(t); y(t); z(t)� Phasenraumplot� Zwei parallele Orbits mit Verbindungslinie� Simple Sch�atzung des Lyapunov-Exponenten�(r) = 1n�t nXi=1 ln �����xi�x1 ���� (4.24)Lorenzsches Wasserrad4.2 Langzeitvariabilit�at der Sonnenaktivit�at4.2.1 BeobachtungenDie Vorg�ange innerhalb der Sonne, auf ihrer Ober
�ache und in ihrer n�aheren Umgebung sind Beispieleder solaren Aktivit�at, die durch die Wechselwirkung der Bewegung geladener Teilchen (vorwiegendWassersto�onen und Elektronen) und von Magnetfeldern bestimmt werden. Bei aktiven Ph�anome-nen, wie Sonnen
ecken und Flares, kann die Ver�anderung des Magnetfeldes unmittelbar beobachtetwerden. Sonnen
ecken sind, im Visuellen, dunklere (k�uhlere 5000 K) Gebiete in der Photosph�are, diedurch starke Magnetfelder ausgezeichnet sind (Zeeman-E�ekt). Oberhalb der Fleckenregionen be-�nden sich Quellen f�ur Radio- und R�ontgenstrahlung. Die explosive Umwandlung von magnetischerEnergie in Radio- und R�ontgenstrahlung wird als Flare bezeichnet.Daten SeitT�agliche Sonnen
eckenrelativzahlen (Wolf-Zahlen) 1750Polarlichter (� > 62o) 1780Magnetische Aktivit�at 1868Aktivit�atszentren der Chromosph�are 1911Kritische Frequenz der Ionoph�are 1931Kosmische Strahlung: Harte Komponente 1937Kosmische Strahlung: Nukleare Komponente (14C) 195710 cm Strahlung 1947Chromosph�arische Eruptionen und Radioausbr�uche 1957Magnetische Aktivit�at (Dst, AE) 1957Absorption der galaktischen Radiostrahlung (Riometrie) 1958Tabelle 4.1: Beobachtungsreihen zur Sonnenaktivit�at
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4.2 Langzeitvariabilit�at der Sonnenaktivit�at4.2.2 PolarlichterSeit dem Altertum werden Polarlichter, die ebenfalls eine Folge der Sonnenaktivit�at darstellen, be-oachtet. Der Begri� aurora borealis ist erst 1619 erw�ahnt worden. Das Polarlichtoval, die bevorzugteRegion dieser Erscheinung, �ndet man zwischen 67o und 70o n�ordlicher bzw. s�udlicher Breite.Folgende Bestandteile der mittleren und unteren Ionosph�are der Erde werden dabei von intensivenenergetischen Teilchenschauern (Elektronenprezipitation: Ekin � 100eV : : : 10keV ) bevorzugt ange-regt.Atomer Sauersto� in ca. 110 km H�ohe:� �(21S0(metastabil)! 21D2) = 557.7 nm (gelblich gr�un, verbotene Linie, nur bei sehr gerin-gem Druck beobachtbar), �w = 0.7 s� �(21D2 ! 23P2) = 630 nm (rot), �w = 100 sMolekularer Sticksto�: N2; N+2 (blau, violett)Atomarer Wassersto� in ca. 250 km H�ohe:� �(H�) = 656.3 nm (rot)� �(H�) = 486.1 nm (blau)Folgende Vorg�ange spielen dabei eine wesentliche Rolle:Ionisation O2 + e� ! O+2 + 2e� (4.25)N2 + e� ! N+ +N + 2e� (4.26)Umladung O+ +O2 ! O+2 +O (4.27)N2 +O ! NO+ +N (4.28)Dissoziative Rekombination O+2 + e� ! O +O (4.29)NO+ + e� ! N +O (4.30)4.2.3 Sonnen
eckenBeobachtungen mit blo�em AugeAbb. 18 Sonnen
eckenbeobachtungen mit blo�em Auge gem�a� historischer Quellen354 v.Chr.8071607 Johannes Kepler, 28. MaiFernrohrbeobachtung ab 16081610 Galileo GalileiThomas Harriot, 8.Dezember1611 Christoph Scheiner und Johann Baptist Cysat, 6. M�arzJohannes Fabricius, 9. M�arz 31



4. Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.6: Die Jahresmittelwerte der Sonnen
ecken-Relativzahlen.

Abbildung 4.7: Die Jahresmittelwerte der Sonnen
ecken-Relativzahlen (National Geophysi-cal Data Center, Boulder).32



4.2 Langzeitvariabilit�at der Sonnenaktivit�atSystematische Sonnenbeobachtungab 1749 Monatsmittelab 1849 TagesmittelJagd nach "Vulkan"1 ab 1826 durch Heinrich Samuel Schwabe (1789-1875)Astronomische Nachrichten 21 (1844) Nr. 495, 233-236, Mitteilung vom 31. Dezember 1843: Peri-ode betr�agt 10 JahreAlexander von Humboldt (1850) Kosmos, 3. Band.T�aglich mindestens ein Fleck:1828, 1829, 1836-1839, 1847-1849100 
eckenfreie Tage im Jahr:um 1833 und 1843.Bereits 1843 entdeckte der Apotheker Heinrich Samuel Schwabe (1789-1875) aus Dessau, da� dieSonnen
eckenanzahl eine Zyklusdauer von etwa 10 Jahren aufweist. Um die Sonnenaktivit�at auf eineeinfache Weise zu beschreiben, f�uhrte Rudolf Wolf (1816-1893) aus Z�urich im Jahre 1830 Relativ-zahlen ein, die durch Z�ahlen von Einzel
ecken und Fleckengruppen bestimmt wird. Diese Zahl wirdals ein geeigneter Indikator f�ur die Entwicklung des Magnetfeldes der Sonne angesehen.Die Zyklusdauer der Sonne betr�agt etwa 11 Jahre. Das Maximum der Sonnen
eckenrelativzahlen von1760 beschreibt den ersten Zyklus; 1986 endete der 21. Zyklus. Die Amplitude der Sonnen
eckenre-lativzahlen variiert aperiodisch und weist Intervalle extrem niedriger Sonnenaktivit�at auf.Die Sonnenaktivit�at dokumentiert sich au�erdem in der:� 10Be- und �18O-H�au�gkeit in Eiskernen und der Thermolumineszenz von Sedimenten� 10 cm Strahlung� Flare-H�au�gkeit.4.2.4 Erdmagnetische St�orungen1770 �. A.v. Humboldt, Ritter, Gau�Ritter 1803: Periode 9 : : : 10 JahrePolarlichter und magnetische Gewitter sind korreliert.4.2.5 �14C H�au�gkeitEin weiterer Indikator f�ur die Sonnenaktivit�at ist der durch Assimilation von CO2 in den fossilenB�aumen be�ndliche radioaktive Kohlensto�, der auch zur Altersbestimmung herangezogen wird. Dieheliomagnetische Modulation des Flusses der galaktischen kosmischen Strahlung in der Erdumgebungbedingt eine Variation des �14C { Gehaltes der Erdatmosph�are.147 N (n; p) 146 C (4.31)146 C T1=2=5730Jahre�! 147 N + 0�1e + 00��e (4.32)Durch die akribische Analyse der Jahresringe fossiler B�aume (C.P. Sonett, University of Arizona)steht uns ein �14C { Datensatz zur Verf�ugung, der etwa 9000 Jahre umfa�t. Typische Zeitskalendes �14C-Datensatzes sind:1Man vermutete innnerhalb der Merkur-Bahn einen weiteren Planeten 33



4. Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.8: Minutenwerte des AE-Idex am 1. Juli 1981 in Kyoto. Der AE-Index be-schreibt die geomagnetischen St�orungen, die durch den auroralen Elektrojethervorgebracht werden. Der aurorale Elektrojet re
ektiert die Wechselwir-kung des Sonnenwindes mit der Erdmagnetosph�are.

Abbildung 4.9: Die �14C H�au�gkeit der letzten 9000 Jahre.34



4.2 Langzeitvariabilit�at der Sonnenaktivit�at� 10000 Jahre, geomagnetische Modulation (Geodynamo)� 2000 Jahre, ozeanische CO2 - Zirkulation� 210 Jahre solaren Ursprungs� 80 - 90 Jahre Gleissberg - Zyklus (solar)� 11 Jahre� Response Zeit = 30 JahreDie Analyse dieses Datensatzes mit Methoden der nichtlinearen Dynamik sollte einen tieferen Einblickin die Langzeitvariation der Sonnenaktivit�at gestatten.4.2.6 Gro�e Minima Name des Minimums ZeitraumOort 1010 bis 1050Wolf 1282 bis 1342Sp�orer 1416 bis 1534Maunder 1654 bis 1714Dalton 1795 bis 1830Tabelle 4.2: Gro�e Minima der Sonnenaktivit�atBer�ucksichtigt man alle bekannten Ph�anomene der solaren Aktivit�at, so lassen sich f�ur folgendeZeitintervalle Gro�e Minima der Sonnenaktivit�at feststellen.Hermann Fritz (1872): Zusammenhang von Polarlichtern und Sonnen
ecken.Positive Korrelation zeigt die Cholerasterblichkeit bis 1880.1638-1715 kaum Sonnen
ecken (Sonnenk�onig)4.2.7 Dynamo - Modell f�ur die Sonnenaktivit�atDie globale Sonnenaktivit�at kann mit der Dynamotheorie erkl�art werden. Die Grundidee der Dyna-motheorie ist, da� Magnetfeld der Sonne durch die di�erentielle Rotation und helikale Turbulenzverst�arkt und aufrechterhalten wird. Die helikalen Bewegungen werden durch Wirkung der Coriolis-Kraft auf die ungleichf�ormigen konvektiven Bewegungen hervorgebracht. Daher sind die magneto-hydrodynamischen Gleichungen der theoretische Hintergrund f�ur die theoretische Beschreibung derVorg�ange in der Konvektionszone. Die �Anderung des Magnetfeldes B wird durch die Induktions-gleichung beschrieben: @B@t = r� (u�B) + �r2B (4.33)(� ist die magnetische Di�usivit�at). Die �Anderung der Fluidgeschwindigkeit u ist in erster Linie durchdie Gravitationfeldst�arke �g, den Druckgradienten rp, die Lorentz-Kraft j�B und die viskose Kraftr � � bedingt. Die Grundgleichung, die diese Kr�afte verkn�upft, ist die Navier-Stokes-Gleichung��@u@t + u � ru� = �g �rp+ j�B+r � � (4.34)(j { elektrische Stromdichte, � { Fluiddichte, � { Viskosit�atstensor, g { Gravitationsfeldst�arke, p {Druck). Man kann nun zwei Wege verfolgen, um die Dynamik des Magnetfeldes und der Fluidbewe-gung untersuchen. 35



4. Lorenz - Gleichungen

Abbildung 4.10: Sonnen
ecken sind dem Menschen seit langem bekannte Naturerschei-nungen. Doch erst seit unserem Jahrhundert ist bekannt, da� diese undandere Ph�anomene (z.B. Polarlichter in mittleren Breiten und die magneti-sche Aktivit�at der Erde) Ausdruck der Aktivit�at der scheinbar gleichm�a�igleuchtenden Sonne sind.Dargestellt sind Beobachtungen zur Sonnenaktivit�at seit dem Jahre 1000 n.Chr. Der Graph oben links ist den Angaben von Wittmann und Xu (A Cata-logue of Sunspot Observations from 165 BC to AD 1684, Astron. Astrophy.Suppl. Ser. 70 (1987) 83-94) entnommen und spiegelt die Anzahl histori-scher Quellen aus dem asiatischen Raum wider, die von Sonnen
eckenbe-obachtungen mit blo�em Auge berichten. Die Darstellung rechts danebenstellt die Jahresmittelwerte f�ur die Sonnen
eckenrelativzahlen dar (C. Ab-ston, L. Morris & J. Allen: CD-ROM NGDC01, National Geophysical DataCenter, Boulder). Die Rechteckkurve darunter deutet die Zeitr�aume dergro�en Minima an (Kleine Eiszeit: 1550 bis 1850). Darunter sind die Resul-tate der �14C-Messungen (Laboratorien in La Jolla, Belfast und Stuttgart)dargestellt. Sie sind ein weiteres Ma� f�ur die Sonnenaktivit�at ist die H�au�g-keit des durch B�aume aufgenommenen radioaktiven Kohlensto�s 14C. Die14C-Produktion h�angt von der Sonnenaktivit�at ab. Durch die Radiokarbon-Analyse der Jahresringe fossiler B�aume ist die Abweichung von der mittleren14C-Produktion �14C gemessen worden.Au�allend ist die Antikorrelation zwischen der Anzahl der beobachtetenSonnen
ecken und den Me�werten f�ur den 14C-�Uberschu�. Ganz untenist f�ur ein ausgew�ahltes Zeitintervall die Anzahl historischer Quellen zurNordlichtbeobachtung dargestellt (W. Schr�oder).36



4.2 Langzeitvariabilit�at der Sonnenaktivit�at� Zur Beschreibung der gro�skaligen Variationen der Sonnenaktivit�at werden die Gleichungen f�urdas mittlere Magnetfeld untersucht.� Die Gleichungen 4.33 und 4.34 werden gel�ost und lokale E�ekte in der Konvektionszone be-trachtet.Der mittlere Magnetfeldtransport wird durch Turbulenz-Transport-Koe�zienten, wie durch das �(�-E�ekt) und Turbulenzdi�usivit�at bestimmt.Folgende Fakten st�utzen die Rolle der Turbulenz:1. Man beobachtet an der Sonnenober
�ache eine di�erentielle Rotation, d.h., da� die �aquatorna-hen Bereiche der Sonnenober
�ache den polnahen vorauseilen.2. Die Sonne (Stern der unteren Hauptreihe!) hat eine konvektive H�ulle, die fast 30 % des Son-nenradius umfa�t (Modellrechnungen).Die Coriolis-Kraft bringt im Mittel auf der Nord(S�ud)-Halbkugel der Sonne eine links(rechts)drehendehelikale Bewegung hervor. Dies wird durch den Zusatzterm in der Induktionsgleichung f�ur die ge-mittelten Felder (4.33) ber�ucksichtigt, der den �-E�ekt beschreibt. Die Folge des �-E�ekts ist einmodi�ziertes Ohmsches Gesetz f�ur die gemittelten Gr�o�en, bei dem zus�atzlich zur elektromotorischenKraft durch die gro�skalige Geschwindigkeit v �B eine durch kleinskalige Turbulenz bedingte elek-tromotorische Kraft �B auftritt.Die obigen Gleichungen haben periodische L�osungen, die regul�aren Dynamowellen entsprechen undeine Grundlage f�ur die Erkl�arung des periodischen Sonnenzyklus liefern. Die komplizierte Amplituden-und Frequenzmodulation, die aus Abb. 4.7 hervorgeht, erfordert die Ber�ucksichtigung stochastischeroder nichtlinearer E�ekte.4.2.8 Malinetzky-Ruzmaikin ModellNichtlineares Modell des hydrodynamischen Dynamos mit wenigen Moden:� 7 autonome ODE's mit den 7 Parametern (D, �, �, �0, �, p, q) f�ur die ersten Moden:{ D Dynamozahl (di�erentielle Rotation � mittlere Helizit�at / Quadrat der turbulentenDi�usivit�at){ q R�uckkopplung von magnetischer Helizit�at und Magnetfeldst�arke� Ein
u� des magnetischen Feldes auf die mittlere Helizit�at des Magnetfeldes (Spiralit�at derStr�omung) _a1 = ��a1 + (�+ c0)b1 + 12(c1b1 + c2b2) (4.35)_a2 = ��a2 + (�+ c0)b2 � 12(c1b1 � c2b2) (4.36)_b1 = �b1 �Da2 (4.37)_b2 = �b2 +Da1 (4.38)_c0 = ��0c0 + p(a1b1 + a2b2)� q[(�+ c0)(b21 + b22) + 12c1(b21 � b22) + c2b1b2] (4.39)_c1 = ��c1 + p(a1b1 � a2b2)� q[(�+ c0)(b21 � b22) + c1(b21 + b22)] (4.40)_c2 = ��c2 + p(a1b2 + a2b1)� q[(� + c0)2b1b2 + c2(b21 + b22)] (4.41)37
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5. Fraktale & Selbst�ahnlichkeit5.1 Formenvielfalt in der NaturStatistische Selbst�ahnlichkeit� Fraktales Wachstum: Di�usion Limited Aggregation (Witten-Sander Modell). Stra�ennetz,Blutbahnen, Nervenbahnen, Schnee
ocken, Kristallisation in �ubers�attigten L�osungen� Brownsche Bewegung (J. Perrin, Reif, Gardiner)(Perrin 1913 Selbst�ahnlichkeit, Mandelbrot 1977 Fraktal)5.2 Mathematische MonsterIterierte geometrisch-kombinatorische Prozesse (Skalenverhalten, aber verschieden von den Fraktalender Natur (nicht mehr als 3 Gr�o�enordnungen!) und den L�osungen dynamischer Gleichungen)5.2.1 Kapazit�atHausdor� 1919Kolmogorov 1958 Kapazit�at einer geometrischen Figurn = Iterationsschrittel = L�ange eines BasiselementsN = Kleinste Anzahl von geometrischen Basiselementen zur vollst�andigen �Uberdeckung mit Ba-siselementen der L�ange l N(l) � lD (5.1)D = liml!0 lnN(l)ln(1l ) (5.2)5.2.2 Kochsche Schnee
ocke l(n) = (13)n (5.3)N(n) = 4n (5.4)D = limn!1 n ln 4n ln 3 (5.5)D(Kochkurve) = ln 4= ln 3 � 1:2619 : : : 39



5. Fraktale & Selbst�ahnlichkeit5.2.3 Cantor-StaubGeorg Cantor 1845-1918Standard-Cantor-Menge, Cantor-Staub, Wischmenge(o�ene Intervalle werden weggenommen !�uberabz�ahlbare Menge vom Ma� Null) l(n) = (13)n (5.6)N(n) = 2n (5.7)D = limn!1 n ln 2n ln 3 (5.8)D(Cantor-Staub) = ln2= ln 3 � 0:6309 : : :5.2.4 Logistische AbbildungD(Logistische Abbildung f�ur r = r1) � 0:54 : : :5.3 Dynamische SystemeMetrische Struktur von Phasenr�aumen dynamischer Systeme� Mond-Exzentrizit�at (Saturn)� D(Punktattraktor) = 0� D(Grenzzyklus) = 1� D(2er Torus) = 2� D(Lorenz-Attraktor: r = 28; � = 10; b = 8=3) � 2:06 : : :5.4 Landschaftsgeneratoren5.5 LiteraturClassics on Fractals 1993 Gerald A. Edgar (ed.) Studies in Nonlinearity, Addison-Wesley Publ. Com-pany, Reading, MA (Originalarbeiten von Weierstra�, Cantor, Koch, Carath�eodory, Hausdor�, ... ,L�evy, ... , Mandelbrot)Perrin, Jean, Die Atome, Dresden 1913Reif, F., Statistische Thearie der W�arme, De Gryter, 1987Lauwerier, Hans, Fraktale verstehen und selbst programmieren, R.Wittig Fachbuchverlag, H�uckel-hoven (BASIC-Disk) (der Fraktal)Mandelbrot, Benôit, Die fraktale Geometrie der Natur, Akademie-Verlag, Berlin 1987, W.H.Freeman& Co. 1977 (das Fraktal)Fricke, Jochen 1986 Fraktale Systeme, Physik in unserer Zeit 17, 151-156West, Bruce J. & Ary L. Goldberger 1987 Physiology in Fractal Dimensions, American Scientist40



5.5 Literatur75, 354-365Sander, Leonhard M. 1987 Fractal Growth, Scienti�c American 255, Nr. 1, 94-100Sander, Leonhard M. 1986 Fractal Growth Processes, Nature 322, 789-793Falconer, K., Fractal geometry, Wiley, 1985Haberland, Kolja 1993 Das Drachenfraktal, Preprint, TU Berlin
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6. Die Brownsche Bewegung

Abbildung 6.1: Realisierung der Brownschen Bewegung in einer Koordinate.6.1 Entdeckung1650 wurde das Ph�anomen der Brownschen Bewegung das erste mal durch Leeuwenhoek (1632-1723)erw�ahnt. Robert Brown, ein schottischer Regimentsarzt und Botaniker (1773-1858), untersuchte 1827den Befruchtungsvorgang von P
anzen und verfolgte den Lauf der kleinsten Pollenk�orner, um dieStelle ihrer Vereinigung mit dem Ei zu entdecken. "Als ich die Gestalt dieser in Wasser getauchtenPartikeln untersuchte, bemerkte ich, da� viele von ihnen sichtlich in Bewegung waren. Ihre Bewegungbestand nicht blo� aus einer Ortsver�anderung in der Fl�ussigkeit, wie es sich durch die Ver�anderungenin ihren gegenseitigen Lagen ergab; sondern auch nicht selten aus einer Ver�anderung in der Gestaltder Teilchen selbst."Bl�utenstaubk�orner oder andere kleine (0:1 � a � 4�m) in Wasser suspendierte Teilchen f�uhren einenicht endende und sehr irregul�are zitternde Bewegung aus (Beobachtungsintervall 15 . . . 5 sec). Der42



6.2 Beginn der stochastischen Modellierung von Naturerscheinungen

Abbildung 6.2: Realisierung der Brownschen Bewegung eines Teilchens in der Ebene.sichtbarer Tanz von Rauchteilchen ist ein weiteres Beispiel f�ur die Brownsche Bewegung.Alte Brown-These: Die Lebenskraft (vis vitalis) von den Molek�ulen einer P
anze wird lange Zeit �uberden Tod der P
anze hinaus bewahrt.Aber: Untersuchung von in Quarz eingeschlossenem Wasser mit Sporen und Pollen zeigt, da� dieZitterbewegung nicht die Lebenskraft darstellt. Die Ursache scheint nicht biologischer Natur zu sein.
6.2 Beginn der stochastischen Modellierung von NaturerscheinungenAlbert Einstein (1879-1955) �uber seine Entdeckung aus dem Jahre 1905:\ Mein Hauptziel war es, Tatsachen zu �nden, welche die Existenz von Atomen von bestimmterendlicher Gr�o�e m�oglichst sicherstellten. Dabei entdeckte ich, da� es nach der atomistischen Theorieeine der Beobachtung zug�angliche Bewegung suspendierter mikroskopischer Teilchen geben m�usse,ohne zu wissen, da� die Beobachtungen �uber die `Brownsche Bewegung` schon lange bekannt wa-ren." (Einstein 1951)�Uber die von der molekularkinetischen Theorie der W�arme geforderte Bewegung von in ruhendenFl�ussigkeiten suspendierten Teilchen, Annalen der Physik 17, 549 (1905), Eingangsdatum 11.Mai1905.Marian von Smoluchowski (1872-1917), Annalen der Physik 21, 756 (1906)Idee: Die Atombewegung mu� sich in der Teilchenbewegung zeigen. Die mittlere Entfernung, die dasK�ornchen zur�ucklegt, ist in vorhersehbarer Weise mit der Beobachtungszeit verkn�upft. Zwar bleibt die43



6. Die Brownsche BewegungBewegung des einzelnen Ru�k�ornchens v�ollig unbestimmt, da die St�o�e der einzelnen Molek�ule selbstunter dem Mikroskop unbeobachtbar bleiben, doch l�a�t sich zumindest die Durchschnittsbewegungeiner gro�en Zahl von Ru�k�ornchen vorhersagen. Einstein und Smoluchowski haben die wahre Ge-schwindigkeit, die me�bar ist, ganz beiseite gelassen, haben sich auch um den unendlich verwickeltenWeg, den ein Teilchen w�ahrend einer gegebenen Zeit beschreibt, nicht gek�ummert, sondern haben alscharakteristische Gr�o�e der Bewegung die gerade Verbindungslinie gew�ahlt, welche den Ausgangs-und Endpunkt der Bahn verbindet und im Mittel augenscheinlich um so gr�o�er ist, je lebhafter dieBewegung ist. Diese Gerade soll die Verschiebung eines Teilchens w�ahrend der betrachteten Zeitgenannt werden. Ursache der Brownschen Bewegung sind die St�o�e der Fl�ussigkeitsmolek�ule.Einstein promovierte 1905 an der Universit�at Z�urich mit der Arbeit "Eine neue Bestimmung der Mo-lek�uldimension". Frage von Einsteins Dissertation: Was bedeutet die Endlichkeit der LoschmidtschenZahl NA � 6 � 1023mol�1 <1 physikalisch? Das Ende Pascalscher Reisen!6.3 Experimentelle Best�atigung der Theorie von Einstein { Smo-luchovski� 1907 erste Messungen in Gasen durch Ehrenhaft.� 1908 Jean-Baptiste Perrin (1870-1942): Die Brownsche Bewegung und die wahre Existenz derMolek�ule (1911)." : : : die Kurven, welche keine Tangente besitzen, sind die Regel, und die h�ochst regelm�a�igenKurven, wie der Kreis, sind zwar interessante, aber ganz spezielle F�alle. : : : experimentelle Befundebietet das Studium der Kolloide in H�ulle und F�ulle. Wir wollen z.B. eine jener wei�er Flocken be-obachten, die man erh�alt, wenn man Seifenwasser mit Kochsalz versetzt. Von weitem erscheint ihreOber
�ache scharf umrissen zu sein, sobald man sich aber n�ahert, verschwindet diese Sch�arfe. DasAuge vermag keine Tangente mehr an einen Punkt der Ober
�ache zu anzulegen : : : "< m >= 1� Z �0 mdt (6.1)� Kochschen Schnee
ocke� Wiener-Proze� (mathematisches Modell der Brownschen Bewegung)� Ornstein-Uhlenbeck-Proze�6.4 Kurze Geschichte der Atomtheorie6.4.1 Antiker Atomismus� Leukipp aus Milet (* um 500, y um 440 v.Chr.)� Demokrit von Abdera (* um 460 v.Chr., y370 v.Chr.) " Urgr�unde des Alls sind die Atome unddas Leere"� Lukrez (* um 96, y55 v.Chr.) �uberliefert dem r�omischen Denken die epikureische Atomlehredurch sein umfangreiches Lehrgedicht "Von der Natur der Dinge"Gegner der k�ornigen Struktur der Materie:� Anaxagoras (* um 500, y428 v.Chr.) Warum sollte es eine Grenze der Teilbarkeit geben?44



6.4 Kurze Geschichte der Atomtheorie� Aristoteles (* 384 v.Chr., y322 v.Chr.) kontinuierlicher, stetiger und ungeteilter Aufbau derMaterie, es gibt weder Atome noch leeren Raum. Im leeren Raume ist keine Richtung ausge-zeichnet, folglich auch keine Bewegung m�oglich. Leerer Raum ist undenkbar.� Thomas von Aquin (13.Jh.): Aristoteles als Vorl�aufer Christi im weltlichen Bereich. Die plan-und ziellose Bewegung der Atome widersprach dem g�ottlichen Walten in unserer Welt. DieAtomisten lehren ein mechanisches, gottloses Universum.Christianisierung der Atome im 17.Jh., Pierre Gassendi (1592-1655): Die Bewegung der Atome istvom Sch�opfer festgelegt worden.6.4.2 Erste Absch�atzung der Loschmidtschen ZahlJohann Chrysostomus Magnien (um 1650): "Mehr als einmal habe ich beobachtet, wie sich derRauch eines verbrannten Weihrauchkornes so verbreitet, da� er einen Raum erf�ullt, der mehr als 700Millionen mal gr�o�er ist als das Korn selbst : : : Das Weihrauchkorn kann in mindestens 1000 nochvom Auge feststellbare Teilchen geteilt werden. ! 700,000,000,000 duftende Teilchen. Aber auchjene einzelnenTeilchen waren ein Konglomerat von verschiedenen Partikeln, und mit gro�er Wahr-scheinlichkeit enthielt jedes von ihnen mindestens eine Million Atome." ! 700,000,000,000,000,000= 7 �1017 Atome pro Weihrauchkorn.6.4.3 Die Chemie entdeckt das AtomAntoine Lavoisier (1743-1794) Theorie der chemischen Elemente 1789 23 chemische ElementeAmadeo Avogadro (1776-1856) Bei Gasen stehen die Reaktionspartner stets in besonders einfachenVolumenverh�altnissenJohn Dalton (1766-1844) St�ochiometrische Verh�altnisse1860 Kongre� der Chemiker in Karlsruhe (f�ur die Chemie gibt es Atome): Atome! St�ochiometrischeVerh�altnisseDimitrij Mendelejew (1834-1907) 64 chemische Elemente6.4.4 Kinetische Gastheorie 1856Statistik ohne Zeitentwicklung� Karl August Kr�onig (1822-1879)� Rudolf Emanuel Clausius (1822-1888): Haupts�atze der W�armelehre� James Clerk Maxwell (1831-1879)� Ludwig Boltzmann (1844-1906)� Gasdruck (Boyle: Ber�uhrung elastischer Teilchen; Newton: Absto�ende Fernwirkung; DanielBernoulli: Atomhagel)� Pendel im luftgef�ullten Raum (1860): NSt�o�e / p; � / 1=p Atome ! GaskinetikSolvey-Kongre� 1911 zu Br�ussel: Durchbruch der Atomtheorie auch in der Physik! Molek�ule !Bewegung der Ru�teilchen 45



6. Die Brownsche Bewegung6.5 Herleitungen6.5.1 Plausible Herleitung der Einsteinschen Gleichung< x2 > bezeichnet das mittleres Quadrat der ein-dimensionalen Verschiebung nach N Einzelbewe-gungen der L�ange � mit zuf�alliger Bewegungsrichtung< x2 >= �2N (6.2)v mittlere Geschwindigkeit des Teilchens N Zahl der Schritte in der Zeit tN = vt � (6.3)Gleichverteilungssatz der Energie. Das makroskopische Brownsche Teilchen sei im Gleichgewicht mitseiner mikroskopischen Umgebung. T ist die Temperatur der mikroskopischen Umgebung.< 12mv2 >= 32kT (6.4)< v > selbst verschwindet, nicht aber < v2 >. Wegen< v2x >= kTm (6.5)und der "besseren" Statistik scheinen gro�e Teilchen in Ruhe zu sein. Auf Grund ganz zuf�alligerSchwankungen werden sich n�amlich die von allen Seiten erfolgenden St�o�e von Zeit zu Zeit nichtkompensieren und so dem beobachtbaren Teilchen zu einer kurzen und abrupten Bewegung verhelfen.k bezeichnet die Boltzmann-Konstante mit dem Wert 1.380,658(12) 10�23JK�1.Absch�atzung der mittleren freien Wegl�ange � des Brownschen Teilchens, mit dem Radius a. Die �uberdie Strecke � wirkende Stokessche ReibungskraftF = 6�a�v (6.6)bringt das Teilchen mit einer bestimmten kinetische Energie zum Stillstand.6�a�v� = 32kT (6.7)oder � = kt 4��av (6.8)! < x2 >= Tk 4�a�t (6.9)Einsteins Rechnung ergibt: < x2 >= Tk 3�a�t (6.10)6.5.2 Einsteins Herleitungf(x; t) sei die Teilchenzahl im Einheitsvolumen. p(�) sei die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� ein Teilw�ahrend der Zeit � eine Ortsverschiebung um den Wert � erf�ahrt. Es gilt die NormierungsbedingungZ 1�1 p(�)d� = 1: (6.11)Au�erdem gilt p(�) = p(��): (6.12)46



6.5 HerleitungenSomit gilt auch Z 1�1�p(�)d� = 0: (6.13)Dann ist dn die Anzahl der Teilchen, die eine solche Verschiebung erf�ahrtdn = np(�)d�: (6.14)In einem festen r�aumlichen Intervall ergibt sich nach einer Zeit � die Ver�anderung der Teilchenzahldadurch, da� in allen um jeweils � verschobenen Einheitsvolumina Ver�anderungen der Teilchenzahlenvor sich gehen: f(x; t+ �)dx = dx Z 1�1 f(x+�; t)p(�)d� (6.15)Nun gilt obige Gleichung auch f�ur kleine Ver�anderungen der Teilchenzahlen.f(x; t+ �) = f(x; t) + � @f@t (6.16)f(x+�; t) = f(x; t) + �@f@x + �22! @2f@x2 : (6.17)Aus Gleichung 6.15 folgt damitf + @f@t � = f Z 1�1 p(�)d�+ @f@x Z 1�1�p(�)d�+ @2f@x2 Z 1�1 �22 p(�)d�: (6.18)Wenn man nun 1� Z 1�1 �22 p(�)d� = D (6.19)setzt, so bekommt man in niedrigster N�aherung eine Gleichung, die dem Fickschen Gesetz entspricht@f@t = D@2f@x2 (6.20)und deren L�osung f(x; t) = np4�Dt exp� x24Dt (6.21)ist. Damit ist �2x = 2Dt: (6.22)6.5.3 Langevins Herleitung (1908)Newtonsches Grundgesetz f�ur eine Kugel mit dem Durchmesser a, die sich in einer Fl�ussigkeit mitder dynamischen Viskosit�at � unter dem Ein
u� einer zuf�alligen Kraft X bewegt:m�x = �6��a _x+X (6.23)Erste stochastische Di�erentialgleichung zur Beschreibung der Natur.m2 d2dt2x2 �mv2 = �3��a ddtx2 +Xx (6.24)Bei der Mittelung < Xx > f�ur eine gro�e Teilchenzahl gilt, wegen der Unabh�angigkeit der Bewegungvon mikroskopischen und makroskopischen Teilchen< Xx >= 0; (6.25)47



6. Die Brownsche Bewegungund damit < 12mv2x >= 12kT (6.26)m2 d2 < x2 >dt2 + 3��ad < x2 >dt = kT (6.27)! d < x2 >dt = kT3��a + C exp�6��atm (6.28)d < x2 >dt = kT3��a (6.29)< x2 >= 2Dt (6.30)mit D = kT 6��a (6.31)6.6 Simulation der Brownschen BewegungZufallszahlengeneratoren. Gau�-Verteilung. Mittelwert. Standardabweichung. Realisierungen.6.7 Bestimmung der Loschmidtschen ZahlNA = Rk (6.32)R = universelle Gaskonstante = 8.314,510(70) Jmol�1K�1Bestimmung von a; x und t.! prinzipielle Begrenzung der Genauigkeit bestimmter Me�verfahren:� Drehspiegelschwingung (Zeigerinstrument)� Widerstandsrauschen (elektronische Me�verfahren)6.8 LiteraturBrown, Robert (1828) A brief account of microscopical observations made in the mounth of June,July and August, 1827, on the particles contained in the pollen of plants; and on the general existenceof active molecules in organic and anorganic bodies, Philos. Mag. Ann. of Philos. New ser. 4, 161-178Chandrasekhar, Subrahmanyan (1986) Marian Smoluchowski, Warschau (Biographie, Theorie, Ori-ginalarbeiten)Einstein, Albert (1922) Untersuchungen �uber die Theorie der Brownschen Bewegung. Ostwald'sKlassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 199, Leipzig (Originalarbeiten)Einstein, Albert und Leopold Infeld (1950) Die Evolution der Physik, Paul Zsolnay Verlag, Wien-Hamburg, S.74-78 (elementare Einf�uhrung zur Brownschen Bewegung)Feynman, Richard P., Robert B. Leighton, Matthew Sands (1973) Feynman Vorlesungen �uber Phy-sik. Mechanik, Strahlung und W�arme, Band I.2, R. Oldenbourg Verlag, M�unchen-Wien, S. 41-1�.(Einf�uhrung)48



6.8 LiteraturGardiner, C.W. (19852) Handbook of Stochastic Methods for Physics, Chemistry and the Natu-ral Sciences, Springer-Verlag, Berlin, Kapitel 1.2 (Einf�uhrung in die stochastischen Methoden)Griechische Atomisten. Texte und Kommentare zum materialistischen Denken der Antike (1977)Hergegeben von Fritz J�uss, Reimer M�uller und Ernst Gunther Schmidt, Verlag Philipp Reclam jun.,LeipzigHonerkamp, Josef (1990) Stochastische Dynamische Systeme. Konzepte, numerische Methoden,Datenanalyse, VCH Verlagsgesellschaft, Weinheim (Brownsche Bewegung als stochastischer Proze�)Lavenda, Bernhard H. (1985) Die Brownsche Bewegung, Spektrum der Wissenschaft, Weinheim,S.58-68 (Brownsche Bewegung heute)Mandelbrot, Benôit B. (1987) Die fraktale Geometrie der Natur, Akademie-Verlag, Berlin, S.24�.364�., Kap. IXPerrin, Jean (1914) Die Atome, Verlag von Theodor Steinkop�, Dresden 1914 (hervorragende Be-schreibung des Themas)Reif, Frederik (1976) Grundlagen der Physikalischen Statistik und der Physik der W�arme, Walterde Gruyter, Berlin-New York, S.295, 661�. (ausf�uhrliche Darstellung)R�opke, Gerd (1987) Statistische Mechanik f�ur das Nichtgleichgewicht, VEB Deutscher Verlag derWissenschaften, Berlin (Brownsche Bewegung als stochastischer Proze�)Schallreuter, W. (197121) Grimsehl. Lehrbuch der Physik. Bd. 1, Mechanik- Akustik-W�armelehre,BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, S. 433f., 536�. (Einf�uhrung in die experimentellenBefunde)Schr�odinger, Erwin (1989) Die Natur und die Griechen, Diogenes, Z�urich (Denkans�atze der Anti-ke und moderne Naturwissenschaft)Schr�odinger, Erwin (19893) Was ist Leben? Die lebende Zelle mit den Augen des Physikers be-trachtet, Piper, M�unchen-Wien (Uhr beim Anfall Brownscher Bewegung)Segr�e, Emilio (1981) Die gro�en Physiker und ihre Entdeckungen, Bd.2, Von den R�ontgenstrah-len zu den Quarks, R.Piper Verlag & Co. M�unchen, S.99, 323f. (plausible Herleitung)Sommerfeld, Arnold (1965) Vorlesungen �uber Theoretische Physik. Thermodynamik und Statistik,Akademische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K.-G., Leipzig, S.154-159 (das Beste, alle anderenhaben hier ungenau abgeschrieben)Sexl, Roman S. (1982) Was die Welt zusammenh�alt. Physik auf der Suche nach dem Bauplander Natur, Deutsche Verlags-Anstalt, Stuttgart, S. 84, 121�. (sehr gute Beschreibung der Ideenge-schichte der Physik)Treder, Hans-J�urgen (1983) Gro�e Physiker und ihre Probleme. Studien zur Geschichte der Physik,Akademie-Verlag, Berlin, S.122-125 (tiefgr�undige Darstellung der physikalischen Problemstellungen)
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6. Die Brownsche BewegungTrigg, George L. (1984) Experimente der modernen Physik. Die Existenz der Atome, Akademie-Verlag, Berlin, S.33-50 (kurze Beschreibung der Details der Perrinschen Experimente)Uhlmann, Armin (1979) Das wissenschaftliche Erbe Albert Einsteins, Leipziger Universit�atsreden,Neue Folge, Heft 54, 11-19 (kurze Darstellung und Einordnung der Brownschen Bewegung)Wiener, Norbert (19632) Kybernetik. Regelung und Nachrichten�ubertragung im Lebewesen und inder Maschine, Econ-Verlag, D�usseldorf-Wien, S.12f., 97-123, 215f., 229�. (Einf�uhrung in die Ideedes Wiener-Prozesses)
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7. St�o�e & Billards7.1 Sto�gesetze f�ur PunktmassenPunktmasse { Die Kopplung von Schwerpunktbewegung und innere Bewegung ist vernachl�assigbar.Sto� { Austausch von Energie, ImpulsGesamtimpulserhaltung: m1~v1 +m2~v2 = m1~v01 +m2~v02 (7.1)Gesamtenergieerhaltung beim elastischen Sto�:m1v21 +m2v22 = m1v021 +m2v022 (7.2)4 Gleichungen, 6 Unbekannte (~v01; ~v02) ! die Geschwindigkeitsvektoren m�ussen nicht alle in einerEbene liegen.Auswertung im Ruhsystem/Schwerpunktsystemm1~v1 +m2~v2 = m1~v01 +m2~v02 = ~0 (7.3)m1v21 +m2v22 = m1v021 +m2v022 = 0 (7.4)=) m1v21 = �m2v22; m1v021 = �m2v022 ; v21 = v021 (7.5)7.1.1 Gerader Sto� f�ur v2 = 0F�ur zwei Punktmassen folgt mit den Gl. (7.1) und (7.2):2v01v02 = 0 ! v01 = 0 (7.6)v02 = 2m1m1 +m2 v1 (7.7)Wegen v02 = 21 +m2=m1 v1 (7.8)und v01 = m1 �m2m1 +m2 v1 (7.9)gilt f�ur m1 << m2 v02 = 0; v01 = �v1 (Re
exion) (7.10)Speziell �ndet f�ur m1 = m2 ein totaler Impulsaustausch statt:v01 = 0; v02 = v1 (7.11)F�ur drei Punktmassen folgt mit den Gl. (7.1) und (7.2) mit v2 = 0 und v3 = 0:2v01v02 + 2v01v03 + 2v02v03 = 0 ! v01 = v02 = 0 (7.12)51



7. St�o�e & Billards7.1.2 Kugelsto�Sto� { pl�otzliches Zusammentre�en zweier oder mehrerer fester K�orper (Austausch von Energie,Impuls, Drehimpuls)� Massenpunkte { homogene Kugeln ohne Rotation� elastisch: Neutronen durch Metalle, Fu�ball, Billard, ideales Gas� plastisch: Schneeball, Ringmaterie, Galaxien, Wirbel, Asteroideneinschlag, KernmaterieW�ahrend einer sehr kurzen Zeit wirken sehr gro�e Kr�afte (Sto�kr�afte). Stattm _~v = ~F (7.13)und m d~v = ~Fdt (7.14)wird die �Anderung der Bewegungsgr�o�e beim Sto� (gleich Kraftsto�) betrachtet:m~v �m~v0 = Z T0 ~Fdt (7.15)� zentral: Sto�normale k Schwerpunktverbindungsrichtung� gerade (schief): ~v1k~v27.1.3 Streu-Ph�anomene �(�; �) sin �d�d� (7.16)� Franck-Hertz-Versuch (unelastische Streuung ab Mindestenergie, diskrete �Uberg�ange)� Rutherford-Streuung� Gravitative Streuung (Saturn-Ringstruktur)7.2 Elastische Festk�orper7.2.1 Kugelsto�kette { Heinrich HertzIn der Physikalischen Gesellschaft war mehrfach �uber die Newtonschen Ringe diskutiert worden. Da-bei war die Frage nach der Form der aufeinander gepre�ten Glas
�achen in der unmittelbaren N�aheihres Ber�uhrungspunktes aufgetaucht. Dies nahm Hertz zum Anla� zu einer theoretischen Untersu-chung �uber die Ber�uhrung elastischer K�orper (Ber�uhrungs
�ache, Spannungsverteilung, geod�atischeMessungen, H�arte)�Uber die Ber�uhrung fester elastischer K�orper1Die Schlu�betrachtungen betre�en den Sto�vorgangp = k� 32 (7.17)wobei gilt p = Druck, k = Konstante, � = Verschiebung der Kugelober
�ache in radialer Richtung.1Journal f�ur reine und angewandte Mathematik 92 (1881) 156-17152



7.3 Unelastische Festk�orper�Uber die Ber�uhrung fester elastischer K�orper und �uber die H�arte27.3 Unelastische Festk�orper7.4 Billards7.5 LiteraturBud�o, A. (1974) Theoretische Mechanik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, BerlinHerrmann, F., Schm�alzle, P. (1981) Amer.J.Phys. 49, 761Hertz, Heinrich (1895) Gesammelte Werke, Band 1, Schriften vermischten Inhalts, Herausgegebenvon Ph. Lenard, Johann Ambrosius Barth, LeipzigHertz, Heinrich (1971) �Uber sehr schnelle elektrische Schwingungen, Vier Arbeiten von HeinrichHertz, Akademische Verlagsgesellschaft Geest Portig, LeipzigLandau, L.D., Lifschitz, E.M. (1973) Lehrbuch der Theoretischen Physik, Bd.1, Mechanik, Akademie-Verlag, BerlinKorsch, Hans J�urgen, Bruno Mirbach & Hans-J�org Jodl 1987 Chaos und Determinismus in derklassischen Dynamik: Billard-Systeme als Modell, PdN-Physik 36, 2-10Jung, Christov 1992 Chaos & Streuung, Wissenschaft und Fortschritt 42, 110-113

2Aus den Verhandlungen des Vereins zur Bef�orderung des Gewerbefei�es, Berlin, November 1882 53



8. K�orper mit gravitativerWechselwirkungStabilit�at des Sonnensystems: Monde (Poincar�e, Wisdom)8.1 Zwei - K�orper - ProblemKepler-GesetzeGezeiten8.2 Drei - K�orper - ProblemKleine Stern- oder Galaxiengruppen (Ann.Rev.Astron.Astrophys.)8.3 Beschr�anktes Drei - K�orper - ProblemKleine Stern- oder Galaxiengruppen (Ann.Rev.Astron.Astrophys.)Monde, Planetensystem, Saturnring8.4 Teilchen SimulationKugelhaufen, Galaxien, GalaxienhaufenTeilchen { Teilchen { MethodeO(N2) paarweise Wechselwirkungen.Teilchen in Zelle Methode(Particle Mesh Method or Particle - in - Cell Method)O(N + M log M) Berechnungen n�otig, wobei M die Gitterpunktanzahl ist. Das Gitter f�uhrt zu einerbeschr�ankten Au
�osung und stark ungleichf�ormige K�orperverteilungen schr�anken die Leistung diesesAnsatzes ein.Die Methode von Greengard & RokhlinO(N) Berechnungen54
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9. GLOSSARApfelm�annchen Spitzname einer ebenen gra�schen Darstellung der nach dem Mathematiker Be-nôit Mandelbrot benannten Mandelbrotmenge. Sie erinnert an mehrere aufeinandergesetzte �Apfelverschiedener Gr�o�e.Bifurkation lat: bifurcum = gegabeltBrownsche Bewegung(engl. Brownian motion, kurz Bm) Der englische Botaniker Robert Brownentdeckte 1827 bei seinen Forschungen, da� - unter einem Microskop betrachtet - kleinste Teilchen,die in einer Fl�ussigkeit schweben, heftige, ungeordnete Zickzackbewegungen vollf�uhren. Die Brown-sche Bewegung l�a�t sich als stochastischer Proze� einer eindimensionalen Variablen au�assen, wennman die Bewegungen eines Teilchens im Raum aufzeichnet und dabei nur eine Dimension ber�ucksich-tigt. Die Brownsche Bewegung ist statistisch selbst�ahnlich und besitzt die fraktale Dimension 1.5.Cantor-MengeWer aus einer Linie das mittlere Drittel ausschneidet, aus den verbliebenen St�uckenjeweils das mittlere Drittel heraustrennt und so weiter, der wandelt auf den Spuren des MathematikersGeorg Cantor. Wird das Ausschneiden unendlich oft wiederholt, entsteht eine Menge mit unendlichvielen vereinzelten Punkten: Die Cantor-Menge , sp�ater auch "STAUB-Fraktal" genannt. Cantor hates Benôit Mandelbrot zu verdanken, da� seine Entdeckung nicht im Kabinett mathematischer Kurio-sit�aten verblieb. Mandelbrot fand in den 60iger Jahren eine Anwendung f�ur die Cantor-Menge: Mitihr lie� sich die H�au�gkeit von St�orungen, bei der Fern�ubertragung von Computerdaten beschreiben.Die Fehler treten geh�auft auf, unterbrochen von Phasen st�orungsfreier �Ubertragung. In jeder "Feh-lerphase" �nden sich wiederum Pausen und H�aufungen. Die fraktale Dimension der Cantor-Mengebetr�agt D=0.6309 .Chaos (griech: gestaltlose Urmasse) In der Alltagssprache gilt Chaos als das Gegenteil von Ord-nung oder die Abwesenheit von Ordnung. Das Wort selbst stammt aus der griechischen Mythologie:Nach Hesiods Theogonie um 700 v. Chr. war im Anfang das Chaos - eine grenzenlose Leere, ausder dann Gaia entstand, die Erde. �Ahnlich hei�t es in der Genesis, dem Er�o�nungskapitel der Bibel:"Und die Erde war w�ust und leer." Auch die Sch�opfungsmythologie vieler anderer V�olker beginntim Chaos. Mathematiker und Naturwissenschaftler sprechen dagegen von "chaotischen" Systemen,wenn deren Entwicklung zwar streng determiniert, aber nur beschr�ankt vorhersagbar ist. Paradoxerscheint daher der Begri� deterministisches Chaos. Dieses Chaos - auf den ersten Blick blo�er Zufall- entsteht streng gesetzm�a�ig etwa in Turbulenzen oder bestimmten Doppelpendeln. Trotzdem istdas Verhalten deterministisch chaotischer Systeme nicht berechenbar, da sie �au�erst emp�ndlich aufkleinste Ver�anderungen der Anfangsbedingungen reagieren. Weil sich Startwerte jedoch prinzipiellnicht beliebig genau ermitteln und damit nie exakt wieder herstellen lassen, ist eine Vorausberech-nung unm�oglich. Die Diagnose deterministisches Chaos bedeutet aber nicht nur Entt�auschung �uberdie langzeitigen Vorhersagen - in der scheinbaren Regellosigkeit existieren geordnete Strukturen, etwadas Feigenbaumszenario.Dendritisches Wachstum Baumartig verzweigt wachsen beispielsweise Dendriten (griech: den-dron = baum) von Nervenzellen - Forts�atze, �uber die sie Erregungen empfangen: von den Haupt-str�angen spalten sich kleinere �Aste ab, daraus sprie�en Zweige, aus diesen Zweiglein und so fort.Nicht nur biologische Gebilde, sondern auch anorganische wie Blitze oder Schnee
ocken "wachsen"dendritisch. Ein Wechselspiel von mikroskopischen und makroskopischen Kr�aften bestimmt, in welche56



Richtung die weitere Ausdehnung gerade am g�unstigsten ist. Bei der Schnee
ocke wirkt beispielsweiseauch die winzige Menge W�arme, die entsteht, wenn ein Wassermolek�ul "festfriert". Auch die Wind-und Temperaturverh�altnisse beim Fall aus den Wolken beein
ussen die Form der Flocke. Schlie�lichgleicht keine der anderen.Determinismus Philosophische Au�assung, da� alle Geschehnisse vorherbestimmt sind. Der De-terminismus erlebte einen Aufschwung in der Zeit der klassischen Physik, als das Weltgeschehenmit Hilfe der Newton-Mechanik zumindest im Prinzip berechenbar zu sein schien. Zugespitzt formu-lierte der Mathematiker Pierre Simon de Laplace diese Weltsicht im 18. Jahrhundert (LaplacescherD�amon). Erst Anfang unseres Jahrhunderts erkannte der franz�osische Mathematiker Henri Poincar�e,da� das Verhalten nichtlinearer Systeme unvorhersehbar sein kann - auch wenn die physikalischenGesetze bekannt sind, nach denen es sich entwickelt.Dimension Wir unterscheiden zwischen fraktaler und topologischer Dimension. W�ahrend die to-pologische Dimension nur ganzzahlige Werte annehmen kann, ist die fraktale Dimension eine reelleZahl. Dabei stellt die fraktale Dimension eine Verbindung zwischen zwei benachbarten topologischenDimensionen dar. Nehmen wir beispielsweise eine fraktale Dimension mit Werten zwischen 1 und2 : Es wird hierbei der �Ubergang von einer geraden Linie zu einer Fl�ache beschrieben. Die fraktaleDimension ist hier ein Ma� daf�ur, wie sehr eine kurvige Linie eine Fl�ache f�ullt. Je gr�o�er die fraktaleDimension, desto "wilder", "zackiger", "
�achenf�ullender" die Linie. Beispiel: Man nehme ein BlattPapier ( zweidimensional ), und schw�arze es mit einem Stift, ohne auch nur einmal abzusetzen. DasErgebnis ist eine Linie von h�ochster fraktaler Dimension ( eventl. 1.9999 ). Nat�urlich bei�t sich dietheoretische Vorstellung, da� eine Linie keine Dicke hat, mit der Vorstellung, da� damit eine Fl�ache�uberdeckt werden k�onne. Eine Million Linien haben schlie�lich immer noch keine Dicke.Diskretisierung Der Schritt vom Unendlichen (und damit nicht Aufz�ahlbaren) ins Abz�ahlbare. Dis-kretisieren bedeutet die Anwendung einer Abbildung, die eine unendliche Menge in eine abz�ahlbareMenge �uberf�uhrt. Beispielsweise k�onnte man die reellen Zahlen von 0 bis 9 auf die Zahl 1 abbilden,die Zahlen von 9 bis 19 auf die Zahl 2 usw... . Also eine Abbildung von reellen Zahlen auf nat�urlicheZahlen. Die nat�urlichen Zahlen sind abz�ahlbar, denn jede Zahl ist gerade ihr eigener Abz�ahlwert, abernicht endlich: Es gibt keine gr�o�te nat�urliche Zahl. Tats�achlich gibt es in einem Computer keine re-ellen Zahlen. Der Computer ist nur eine endliche, diskrete Maschine (zwangsl�au�g, da ein Computerdigital arbeitet). Reelle Zahlen werden nur angen�ahert wiedergegeben.Dissipative Systeme lat: dissipare = zerstreutEntropie griech: entrepein = ver�andernFraktal Der Begri� Fraktal (fractal) ist von Mandelbrot erfunden worden. Er leitete Fraktal vomlateinischen Adjektiv fractus ab. Das entsprechende Verb frangere bedeutet: brechen, unregelm�a�igeFragmente bilden. Fraktale sind selbst�ahnliche mit Struktur versehene Gebilde. Sie lassen sich belie-big vergr�o�ern und verlieren nichts von ihrer Komplexit�at. Mit dem Begri� Fraktal k�onnen wir eineganze Reihe von Objekten klassi�zieren.Die Gebilde der klassischen Geometrie, wie Linie, Quadrat, Kreis, W�urfel, Kegel usw. geh�oren nichtdazu.Fraktale Brownsche Bewegung (engl. fractional Brownian motion, kurz fBm) Die FraktionaleBrownsche Bewegung ist eine Verallgemeinerung der Brownschen Bewegung, die zu selbst�ahnlichen,stochastischen Prozessen mit beliebigen fraktalen Dimensionen f�uhrt. Sie ist das fraktale Modell, dasals Grundlage f�ur Computer-Algorithmen zur Erzeugung von Landschaften und Planeten dient.Iteration lat: iterare = wiederholen. Wiederholte Anwendung derselben Rechenvorschrift, wobeijedes Ergebnis der Rechnung wiederum als Ausgangswert dient ("endliche Rekursion").Kochsche Schnee
ocke Fraktales Gebilde, das nach einem einfachen Rezept entsteht: Bei einemgleichseitigen Dreieck wird auf das mittlere Drittel jeder Seite wieder ein gleichseitiges Dreieck ge-zeichnet, f�ur das die Regel wieder gilt: so entwickelt sich nach unendlich vielen Wiederholungen einmathematisches Monster - ein Schnee
ocken�ahliches Gebilde, das von einer unendlich langen Kurveumgrenzt wird. 57



9. GLOSSARLaplacescher D�amon Fiktives Wesen, erdacht von dem franz�osischen Mathematiker Pierre Simonde Laplace im Jahre 1776 als radikale Konsequenz des Determinismus. Der D�amon braucht nur zueiner Zeit Ort und Geschwindigkeit aller Materialteilchen im Universum zu kennen, um - als wissenderHistoriker und Prophet zugleich - Vergangenheit und Zukunft berechnen zu k�onnen. Der freie Willew�are damit eine Illusion.Lindemayer-System Ein Lindemayer-System ist ein mathematisches formales System. DieBezeichnung Lindemayer-System ist auf den Biologen Aristid Lindenmayer (1925-1989) zur�uck-zuf�uhren. Lindemayer konstruierte ein formales System, als theoretisches Werkzeug, um die Ent-wicklung von Zellorganismen zu erforschen. Mit einem Lindemayer-System lassen sich eine Vielzahlvon Fraktalen de�nieren und erzeugen. Insbesondere lassen sich damit P
anzen und p
anzen�ahnli-che Gebilde beschreiben. Prinzipielle Arbeitsweise: Wir ersetzen gegebene Symbole nach bestimmtenvorgegebenen Regeln. Das wesentliche Merkmal dieser Ersetzung ist ihre Parallelit�at: Alle Erset-zungsregeln werden gleichzeitig angewandt. Auf Zellstrukturen oder P
anzen bezogen, bedeutet dieAnwendung der Regeln eine Fortentwicklung oder Wachstum des Organismus.Lorenz-Attraktor Chaotischer Attraktor benannt nach seinem Entdecker, dem US-MeteorologenEdward Lorenz, und ber�uhmt wegen seiner an ein Eulengesicht erinnernden Form.Mittelpunktverschiebung ( zuf�allige ) Es gibt verschiedene Methoden, um die fraktrale Brown-sche Bewegung zu approximieren. Die zuf�allige Mittelpunktverschiebung ist ein sehr verbreiteter Al-gorithmus, denn er ist kurz - und damit leicht zu implementieren - und er ist schnell.Multifraktal Nat�urliche Objekte haben in bestimmten Bereichen ( Skalierungen ) ein bestimmtescharakteristisches Aussehen. Das k�onnen wir in einer fraktalen Dimension ausdr�ucken, die aber nurf�ur diesen bestimmten Bereich g�ultig ist. Fraktale mit wechselnder fraktaler Dimension bezeichnenwir also als Multifraktale.Neuronale Netze Neuronen sind Hirnzellen. �Uber ihre Forts�atze, die Signale empfangenden Den-driten und die Signale weiterleitenden Axone, sind diese Nervenzellen im Gehirn zu einem verzweigtenNetzwerk verschaltet. Es enth�alt alle Erfahrung und alles Wissen seines Besitzers und entsteht durchSelbstorganisation: Neuronale Verbindungen st�arken sich oder schw�achen sich ab - je nach Aufgabedes Netzes, von der die einzelnen Nervenzellen nichts "wissen". Die Arbeitsprinzipien der neuronalenNetze des Gehirns unterscheiden sich prinzipiell von denen herk�ommlicher Computer.Nichtlineare Systeme Systeme, deren Entwicklung durch nichtlineare Gleichungen beschreibbarsind. Wenn die Elemente eines Systems nichtlinear Wechselwirken, kann das Ganze mehr sein als dieSumme seiner Teile. Nur in nichtlinearen Systemen ist Chaos m�oglich.Poincar�e-Schnitt Ein nach dem franz�osischen Mathematiker Henri Poincar�e benannter Schnittdurch einen Attraktor. Er wird zum Beispiel sichtbar, wenn ein Computer alle Schnittpunkte einesdreidimensionalen Attraktors mit einer Ebene berechnet.Poincar�esche Wiederkehr Dieser Begri� aus der statischen Mechanik bezeichnet das erneuteDurchlaufen eines Zustandes, in dem sich ein dynamisches System bereits einmal befunden hat.Quasi-periodisch hei�t eine Bewegung, die sich aus mehreren periodischen Teilbewegungen zu-sammensetzt, ohne selbst periodisch zu sein. Quasiperiodik tritt auf, wenn die Perioden der einzelnenBewegungen kein gemeinsames Vielfaches haben, so da� eine exakte Poincar�esche Wiederkehr aus-geschlossen ist.Rekursionsgleichungen modellieren R�uckkopplungen mathematisch.Schmetterlingse�ekt Sinnbild f�ur die Unvorhersagbarkeit des Wettergeschehens. Da die Atmo-sph�are ein nichtlineares System ist, k�onnen auch kleinste St�orungen den Wetterverlauf grundlegend�andern, die Luftwirbel, die ein Schmetterling in China verursacht, k�onnen Ausl�oser eines Hurrikanssein, der Wochen sp�ater �uber der Karibik tobt.Selbst�ahlichkeit ist eine Eigenschaft, die viele Fraktale zeigen: Verschieden starke Vergr�o�erungender Objekte �ahneln einander.Stochastik Die Stochastik ist die Lehre vom Zufall.Zufall Zuf�allige Vorg�ange lassen sich prinzipiell nicht vorausberechnen, w�ahrend f�ur deterministisches58



Chaos wenigstens kurzfristige Vorhersagen m�oglich sind. Oft ist es schwer zu entscheiden, ob echtesChaos vorliegt. So gibt es Gl�ucksspielautomaten mit elektronisch gespeicherten Listen von \Zufalls-zahlen", die s�amtliche Spielergebnisse vorherbestimmen.Voxel (engl. volume pixel) Die Bezeichnung eines Punktes im Raum, dessen Position durch dreiKoordinaten (x; y; z) bestimmt ist.
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