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Chapter 1�Uberblick �uber den Inhalt derVorlesungEs ist �uberhaupt nichts so wichtig im Leben, als genau den Stand-punkt auszumitteln, aus welchemdie Dinge aufgefa�t und beurteiltwerden m�ussen , und an diesem festzuhalten, denn nur von einemStandpunkt aus k�onnen wir die Masse der Erscheinungen mit Ein-heit au�assen, und nur die Einheit des Standpunkts kann uns vorWiderspr�uchen sch�utzen. Claus von ClausewitzZiel dieser Vorlesung �uber interdisziplin�are Systemtheorie wird es sein,ein Bild der Welt zu entwerfen; eine Theorie der Welt auf der Basis derAnalyse allgemeiner komplexer Systeme zu skizzieren. Es kommt mir dabeibesonders darauf an, die Welt von einem Standpunkt aus zu betrachten, wieschon Clausewitz dies empfahl. In seinem Buch "vom Kriege" gibt es nochmanches andere, was man heute in der Systemtheorie �ahnlich sieht.Wir werden dabei viele Fachgebiete ber�uhren.Naturwissenschaften: Physik, Chemie, Biologie, Biochemie, Informatik,experimentelle Psychologie,Sozialwissenschaften: Soziologie, politischeWissenschaften, Kon
iktforschung,Wirtschaft, Finanzwissenschaften,1



2 CHAPTER 1. �UBERBLICK �UBER DEN INHALT DER VORLESUNGGeisteswissenschaften: Philosophie, Linguistik, TheologieSchon innerhalb der Naturwissenschaften gibt es viele Wechselbeziehungen.Besonders wird uns die Beziehung zwischen Biologie und Informatik inter-essieren. Ich werde unter anderem versuchen darzutun, wie man Prozessein biologischen Systemen als eine Art von Berechnung au�assen kann, wennauch nicht ganz im herk�ommlichen Sinne der Berechnung mit Hilfe einerTuring-Maschine. Wir werden auch andere Beispiele sehen, wie ganz ver-schiedene Wissenschaften einander befruchten k�onnen, z.B. die Biologie dieSoziologie, und die Soziologie die Physik.Nat�urlich kann hier nicht die Summe der Details all dieser F�acher gegebenwerden. Clausewitz hat aber auch hier einen Trost f�ur uns.Darum sind auch diejenigen immer als l�acherliche Pedanten ver-schrien worden, die f�ur die Erziehung eines k�unftigen Feldherrnn�otig oder auch nur n�utzlich hielten, mit der Kenntnis aller De-tails anzufangen. Claus von ClausewitzEs soll nicht verschwiegen werden, da� erfahrungsgem�a� nur dadurch eintiefes Verst�andnis grundlegender allgemeiner Einsichten zu gewinnen ist, da�man in mindestens einem betro�enen Fach in die Tiefe der Details geht.Hierf�ur bietet die Universit�at eine F�ulle geeigneter Veranstaltungen an.Wenn wir aber denWald sehen wollen, und nicht nur B�aume, so haben wirgleich von Anfang an ein Problem, die Suche nach einer geeigneten Sprache.In welcher Sprache k�onnen wir in wissenschaftlich pr�aziser Weise �uber alledie Gegenst�ande dieser F�acher reden?



Chapter 2Ein gemeinsamer Rahmen f�uralle Wissenschaft2.1 Der Fund einer universellen SpracheEs gibt ein am�usantes Buch von Umberto Eco, Die Suche nach der per-fekten Sprache. Er gibt darin einen geschichtlichen Abri� der Versucheder Menschen, die Sprachverwirrung nach dem Bau des Turms von Ba-bel zu �uberwinden, darunter auch die Versuche von Locke und anderen,haupts�achlich in England, nach Newton's Physik eine f�ur die Naturwissen-schaften hinreichend pr�azise Sprache zu �nden. Die urspr�ungliche babylonis-che Sprachverwirrung ist inzwischen weitgehend �uberwunden worden, dennwir verstehen es, von einer nat�urlichen Sprache in die andere zu �ubersetzen;dadurch k�onnen wir uns verst�andigen. Aber beim Wiederaufbau des Turmsist eine neue Sprachverwirrung eingetreten, die Fragmentierung der Wisen-schaften. Heute k�onnen oft innerhalb einer einzigenWissenschaft die Vertreterverschiedener Richtungen einander nicht mehr verstehen. Das Problem, einegemeinsame Sprache zu �nden wird hier als erstes zu l�osen sein.Wir verstehen hier Sprache in einem allgemeinen Sinn als eine Weise dersymbolischen Darstellung.Traditionell gibt es drei Weisen der symbolischen Darstellung.verbal : Geisteswissenschaften und Sozialwissenschaftenquantitativ : exakte Wissenschaften, insbes. Physikstrukturell: Chemie, Linguistik, Systemtheorie3



4CHAPTER 2. EINGEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTDie Systemtheorie, die hier besprochen werden soll, benutzt die strukturelleSprache. Eines der technisch anspruchsvollsten Probleme bei der Scha�ungeiner allgemeinen Theorie ist es, die quantitativen Theorien, insbesondereder Physik, in eine strukturelle Sprache zu �ubersetzen ohne sie zu ver�andern.Da� physikalische Theorien von einer Sprache in eine andere �ubersetzt wer-den, ist nicht ungew�ohnlich. Man denke an die Geschichte der Quanten-mechanik. Sie wurde historisch in zwei v�ollig verschiedenen Formulierungengefunden, die Schr�odinger'sche Wellenmechanik und die Heisenberg'sche Ma-trizenmechanik, die auf den ersten Blick nichts gemeinsamzu haben scheinen.Und doch wurde sp�ater gezeigt, da� sie in einem pr�azisen Sinn �aquivalentsind. Und dies eben macht die Exaktheit der exakten Wissenschaften aus,da� man genau sagen kann, wann eine Theorie eine exakte �Ubersetzung eineranderen Theorie in eine andere Sprache ist. Das Kriterium ist, da� alleVorhersagen �uber beobachtbare Ph�anomene dieselben sind. Das Problemder �Aquivalenz von Beschreibungen wird sich auch dann noch stellen, wennwir die universelle Sprache gefunden haben, denn es kann, wie besondersWillard v. Ormann Quine betont hat, auch nichttriviale �Ubersetzungen voneiner Sprache in sich selbst geben. Dadurch werden wir auch hier schon dasProblem der Bedeutung ber�uhren, das sp�ater eine gro�e Rolle spielen wird.Das Problem der Sprache hat noch einen anderen Aspekt. Wir suchennicht nur eine Sprache, die es erlaubt, pr�azise �uber all die Gegenst�ande derFachwissenschaften zu sprechen, sondern �uber alles was uns als Menscheninteressiert. Das Thema, was man sinnvoll sagen kann, und wie man essagen kann, steht mit im Mittelpunkt dieser Vorlesung, und auch schon imMittelpunkt von Wittgenstein's ber�uhmtem tractatus logico philosophicus.Er endet mit dem ber�uhmten SatzWor�uber man nicht sprechen kann, dar�uber mu� man schweigen.Tats�achlich resigniert Wittgenstein weitgehend, wie man aus dem folgen-den Zitat sieht, und auch aus seinen aus heutiger Sicht unverst�andlichenAusf�uhrungen �uber den Mythos.Wir f�uhlen, da� selbst, wenn alle m�oglichen wissenschaftlichenFragen beantwortet sind, unsere Lebensfragen noch gar nichtber�uhrt sind.Dies geht sicher zu weit. Denn f�ur nicht wenige alte Menschen ist dieGesundheit das Thema Nr. 1 ihres Lebens. Zu sagen, ihre Lebensfragen seien



2.2. GRUNDLAGEN DER THEORIEBILDUNG 5nicht ber�uhrt, wenn man alle medizinischen Fragen beantworten und alleKrankeiten heilen k�onnte, ist absurd. Aber ein Korn Wahrheit ist dennoch inder Behauptung, da� die Pr�azisionsanforderungen der Wissenschaft uns vonden Lebensfragen der Menschen fernhalten k�onnten. Ich werde im letztenTeil der Vorlesung versuchen, mich dem zu stellen so gut ich es vermag.Aus
ucht in den Mythos ist keine Antwort.2.2 Grundlagen der TheoriebildungDas n�achste Problem wird sein, wie macht man eine Theorie? Wir zerteilendas Problem in zwei Schritte1. Man benennt Dinge (oder Sachverhalte).2. Man macht Aussagen �uber benannte Dinge.Es folgt ein kognitiver Schritt: Die gemachtenAussagen m�uss en mit beobach-teten Strukturen in Beziehung gebracht werden; dies ist Gegenstand der ex-perimentellen Wissenschaft.Die Analyse des Akts der Namensgebung hat eine uralte Tradition 1 in derTheologie und Philosophie; darauf kann an dieser Stelle nicht n�aher einge-gangen werden. Es gibt aber auch einen Bezug zu den Naturwissenschaften.Wir werden eine Korrespondenz der zwei Schritte zu zwei Arten von Naturge-setzen �nden,1. Einschr�ankungen an den Zustand eines Teils der Welt zu einem (be-liebigen) Zeitpunkt,2. Aussagen �uber die Dynamik, d.h. �uber Ver�anderung des Zustands imLauf der Zeit.Ein Beispiel von Gesetzen der ersten Art sind die Gesetz f�ur elektromag-netische Felder, die besagen, da� die Quellen des elektrischen Felds die elek-trischen Ladungen sind, w�ahrend magnetische Felder quellenfrei sind. Dies1vgl. Genesis 2:Und Gott der HERR machte aus Erde alle die Tiere auf dem Felde und alleV�ogel unter dem Himmel und brachte sie zu dem Menschen, da� er s�ahe,wie er sie nennte; denn wie der Mensch jedes Tier nennen w�urde, so sollte eshei�en.



6CHAPTER 2. EINGEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTsind Aussagen �uber eklektromagnetische Felder, die zu jeder Zeit erf�ullt seinm�ussen. Zusammen mit einigen andern charakterisieren diese Aussagen, wasein elektromagnetisches Feld ist.Hier ist eine List der Dinge, die wir benennen wollen. Wir fragen1. was ist Raum und Raum-Zeit?2. was ist Materie?3. was ist ein Ding?4. was ist Leben?5. was ist der Mensch?Eine letztg�ultige Antwort auf alle diese Fragen wird man zwar voraussichtlichnie �nden, aber man mu� diese Fragen immer wieder neu stellen und ver-suchen, sich einer Antwort zu n�ahern.In der Philosophie unterscheidet man traditionell zwischen verschiedenenArten des Seins. Diesen Teil der Wissenschaft nennt man die Ontologie.Sie gilt vielleicht manchem H�orer als der abgehobenste Teil der Philosophie�uberhaupt. Aber wann immer ein Teilgebiet der Philosophie erfolgreich undanwendungsrelevant wird, bekommt es einen neuen Namen und wird eieneigene Wissenschaft. Die reine Mathematik besteht aus Aufsammlungen vonFolgen logischer Schl�usse, und ist damit reine Philosophie. Aber sie wirdheute nicht mehr unter die Geisteswissenschaften gerechnet. Der Natur-philosophie ist es �ahnlich ergangen, jetzt haben wir Physik, Chemie, Biologieusw. Und die Ontologie steht als n�achste auf der Liste der Separatisten; esgibt inzwischen eine kommerzielle Ontologie. 2 Klassi�zierungen von Wesen-heiten nach ihrer jeweiligen Art den Seins und den Arten der Beziehungen,die zwischen ihnen herrschen k�onnen ist von gro�em Interesse f�ur die Infor-mationsverarbeitung per Computer.Traditionell unterscheidet man in der Philosophie seit Aristoteles und�uber Kant hinaus bis heute verschiedene Arten des Seins in den Kategorien.Die traditionelle Meinung ist, da� Wesenheiten, die verschiedenenKategorienzugeh�oren, a priori unterschieden sind. Ich werde hier den Pfad der Tradi-tion verlassen. Nach Kant ist Raum eine a priori Form der Anschauung. Von2Hier ist die internet Adresse der Firma, die ontologische Produkte verkauft: http :==www:cyc:com insbes. http==www:cyc:com=cyc� 2� 1=toc:html.



2.2. GRUNDLAGEN DER THEORIEBILDUNG 7Einstein wissen wir jedoch, da� Raum und Raum-Zeit durch spezielle struk-turellen Eigenschaften ausgezeichnet sind, die man in der Aussage zusam-menfa�t, sie bes�a�en eine Geometrie. Die Geometrie des Raums ist in derallgemeinen Relativit�atstheorie zudem zeitlich ver�anderlich, sie beibt aberstets Geometrie. Damit sind dem Zustand zu einer Zeit bestimmte Ein-schr�ankungen auferlegt, Gesetze der ersten oben erw�ahnten Art. Dies verall-gemeinernd soll hier eine auf strukturellen Eigenschaften ruhende Namensge-bung erfolgen, die keine a priori Unterscheidung nach Kategorien voraus-setzt. Ich werde also versuchen, Wesenheiten, die verschiedenen Kategorienzugeh�oren, strukturell zu unterscheiden. Sie sind daher auch nicht a prioriunvergleichbar. 3 Unter anderem soll Materie unter allem Seienden auf dieseWeise ausgezeichnet werdenBesonders interessant ist die Frage, was ist ein Ding. Sie bringt uns mitdem Begri� der Selbstreferenz in Ber�uhrung, der bisher in der Physik keineRolle gespielt hat. Meine Betrachtungen hierzu sind durch Luhmann's sozi-ologische Systemtheorie inspiriert worden; ich werde versuchen, die Begri�s-bildung zu �ubersetzen und so pr�azise zu machen, wie es den Anforderungenexakter Wissenschaften entspricht. Da� die Frage nach dem Ding eine sin-nvolle Frage ist, sieht man, wenn man sie etwas anders stellt. Die Dinge, vondenen wir sprechen, sind die Gegenst�ande unserer Wahrnehmung. Die Fragelautet dann, was wird als Ding wahrgenommen? Dies ist eine traditionellewisssenschaftliche Frage, und die Gestaltpsychologie versuchte, darauf eineAntwort zu geben. Sie formulierte das Prinzip des gemeinsamen Schicksals:Was sich gemeinsam bewegt, wird als eine Einheit wahrgenommen. 4Leben werden wir von einem abstrakten und allgemeinen Standpunktaus betrachten. Die Biologie ist dabei unser wichtigster Lehrmeister. DieNatur hat 3.5 Millionen Jahre Erfahrung damit. Wir haben noch l�angstnicht ausgesch�opft, was man daraus lernen kann. Die Idee , da� biologischeErkenntnisse f�ur ganz andere Gebiete wie etwa die Soziologie relevant seink�onnen, �ndet sich ebenfalls bei Luhmann. Er �ubernahm von den Biologen3In Hofstadters Buch G�odel, Escher, Bach wird eine faszinierende Interpretation desBegri�s der Erleuchtung im Zen-Buddhismus vorgetragen. Kurz gesagt erfordert sie einHerabsteigen unter die Ebene der Aristotelischen Kategorien zu einer tieferen Schichtgedanklicher Aktivit�at.4Wenn man Quantenmechanik betreibt, wird man sich der Frage nach dem Ding nichtbewu�t, weil man N�aherungsmethoden anwendet, die die L�osung schon implizit vorausset-zen. Man startet von gen�aherten Zust�anden, die kraft ihrer Stationarit�at und r�aumlichenLokalisation nach unserer De�nition Kollektionen von Dingen beschreiben.



8CHAPTER 2. EINGEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTMaturana und Varela den Begri� der Autopoi�esis und postuliert, da� dieGesellschaft ein autopoi�etisches System sei, das wie Lebewesen seine Ele-mente selbst macht.Die letzte Frage schlie�lich ist die Frage nach dem Menschen. Die soziolo-gische Systemtheorie geht hier andere Wege. Sie versucht, ein Verst�andnis derGesellschaft zu erreichen, ohne die Frage nach demMenschen zu beantworten.Menschliche Bed�urfnisse kommen zwar vor, aber nur jeweils einzelne - diemateriellen Lebensgrundlagen etwa bei der Analyse des Systems Wirtschaft.Selbstkonsistenzbetrachtungen spielen eine wichtige Rolle bei solchen Ver-suchen, eine Theorie zusammengesetzter Objekte zu machen, ohne zuvordie Eigenschaften der Konstituenten zu kennen. Theorien dieser Art sindgrunds�atzlich m�oglich. In der Elementarteilchenphysik waren sie popul�arbevor man die Quarks als Konsituenten von Elementarteilchen entdeckte.Das Quarkmodell hingegen geht von den Eigenschaften der Quarks aus undliefert viel detailliertere und tiefere Ergebnisse, als die vorherige Theorie sieliefern konnte. Analog dazu soll wenigstens in Ans�atzen versucht werden,Gesellschaft als emergentes Ph�anomen im Sinne der Theorie komplexer Sys-teme zu verstehen, wobei menschliche Bed�urfnisse die fundamentalen Kr�aftebestimmen. Man wird dann sehen, um hier nur ein Beispiel zu nennen, da�ein rationaler Diskurs auf dem Gebiet der Politik deshalb so schwierig ist,weil versucht wird, inkommensurable Bed�urfnisse gleichzeitig zu befriedigen.Es ist eine kontroverse Frage, wie es �uberhaupt m�oglich ist, bei der The-oriebildung mit so wenigem auszukommen, und von Namensgebungen aus-gehend zu Aussagen zu kommen, die im wesentlichen mit Hilfe der Logikhergeleitet werden sollen. Kant argumentiert einerseits, da� die traditioneleVorstellung der Philosophie vor seinerKritik der reinen Vernunft, man k�onnemit der Logik alleine Aussagen �uber die Welt gewinnen, irrig sei, weil mandadurch nicht mit der Erfahrung in Ber�uhrung k�ame. Er f�uhrt dann den Un-terschied zwischen analytischen und synthetischen Urteilen ein. AnalytischeAussagen sind solche, die alleine aus der De�nition eines Sachverhalts fol-gen; es sind also Konsequenzen logischer Schlu�folgerungen auf der Basis derDe�nitionen. Solche Schlu�folgerungen brauchen nicht notwendig trivial zusein; sie sind Tautologien im Sinne der Logik, aber das sind auch alle math-ematischen S�atze. Die synthetischen Aussagen sind nicht von dieser Art,und man k�onnte vermuten, da� nicht analytishce Aussagen nicht a priorisein k�onnen sondern zus�atzlicher Annahmen bed�urften. Kant argumentiertdann aber andererseits, da� es doch synthetische Aussagen a priori gibt.Diese M�oglichkeit beruht auf dem, was Kant den obersten Grundsatz aller



2.2. GRUNDLAGEN DER THEORIEBILDUNG 9synthetischen Urteile nennt,die Bedingungen der M�oglichkeit der Erfahrung �uberhaupt sindzugleich die Bedingungen der M�oglichkeit der Gegenst�ande derErfahrung. I. KantMan kann also Aussagen �uber etwas in der Welt auf der Basis dessen machen,da� es ein Gegenstand unserer Erfahrung, und das hei�t unseres Denkens seinkann. Ich werde versuchen, dieses Prinzip zu seiner logischen Konsequenz zuverfolgen, und eine Theorie auf der Basis einer Hypothese �uber die Strukturdes menschlichen Denkens zu bauen,Der menschliche Geist scha�t und verkn�upft Beziehungen zwis-chen Dingen oder Agenzien,oder genauer gesagt: Beziehungen zwischen mentalen Bildern von Dingenoder Agenzien. 5In seinem Buch die Frage nach dem Ding analysiert Heidegger Kant'sKritik der reinen Vernunft. Er f�uhrt darin aus,die neuzeitliche Naturwissenschaft und die neuzeitliche Mathe-matik und die neuzeitlicheMetaphysik [seien] aus derselbenWurzeldes Mathematischen im weiteren Sinn entsprungen.Das Mathematische ist nicht mit Mathematik gleichzusetzen, 6 sondern - unddies wird uns leiten -5Es k�onnte eingewandt werden, Hypothesen �uber die Struktur des menschlichenDenkens seien als a priori Annahmen unangemessen; sie sollten aus neurophysiologischenDaten hergeleitet werden. Aber \hergeleitet"ist der falsche Ausdruck. Nach den Regelnder Logik ist es nicht erlaubt bei einer Herleitung das Herzuleitende vorauszusetzen. Wennman eine Theorie des menschlichen Denkens auf neurophysiologischen Daten aufbaut, sowird dabei die Struktur des menschlichen Denkens schon benutzt . Man versucht, eineselbstkonsistente Theorie zu konstruieren, und dies kann wertvolle Einsichten liefern. Aberes ist keine Herleitung, und es ist dadurch auch nicht m�oglich, zu einer fundamentalerenEbene als der Struktur des menschlichen Denkens vorzusto�en.6Bildlich gesprochen verh�alt sich das Mathematische zur Mathematik so wie der Apfel-baum zum Apfel.



10CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFT[Das Mathematische: ]Damit wird im Grundri� vorgezeichnet,wie jedes Ding und jede Beziehung jedes Dings zu jedem Dinggebaut ist. M. Heidegger2.3 Die Welt als Netzwerk von BeziehungenDamit kommen wir zur Analyse dessen, was eine Beziehung zur Beziehungmacht und damit zur pr�azisen De�nition dessen, was ich ein System nenne.Ein System ist das, was Wittgenstein einen Sachverhalt nennt.Der Sachverhalt ist eine Verbindung von Gegenst�anden (Sachen,Dingen)Die Art und Weise, wie die Gegenst�ande im Sachverhalt zusam-menh�angen, ist die Struktur des Sachverhalts.Die Form ist die M�oglihkeit der Struktur. Ludwig Wittgenstein,7 Systeme sind Modelle eines Teils der Wirklichkeit in Form eines Netzwerksvon Beziehungen zwischen Dingen oder Agenzien. Die Dinge oder Agenzienwerden als Objekte des Systems bezeichnet, und die Beziehungen als Pfeile.Die Objekte k�onnen selbst wieder Systeme sein; man spricht dann auch vonObjekten mit innerer Struktur.DieWelt wird als eine Art von Beziehungskistemodelliert, mit Verbindun-gen zwischen Objekten darin, die selbst wieder Beziehungskisten sein k�onnen.Wissenschaftler reden allerdings nicht von Beziehungskisten sondern von Sys-temen. Ein anderes Bild wird durch den einst popul�aren Songpuppets on a stringevoziert. Man sieht die Menschen in ihrer Gesellschaft als Puppen an Dr�ahten;anders als Marionetten aber k�onnen sie an diesen Dr�ahten nicht nur gezogenwerden, sondern auch ziehen.Charakteristisch f�ur Beziehungen ist, da� sie von einem Objekt auf einanderes gerichtet sind, und da� sie zusammengesetzt werden k�onnen. Vor ich7tractatus logico-philosophicus, S�atze 2.01, 2.032 und 2.033



2.3. DIE WELT ALS NETZWERK VON BEZIEHUNGEN 11Objekt: Pfeil: -s -� ���@@R@@I��	Figure 2.1: Ziegelsteinmauerdie formale De�nition eines Systems angebe, sei sie am Beisiel einer Ziegel-steinmauer illustriert. Die Ziegelsteinmauer besteht aus Ziegelsteinen. Diessind ihre Objekte. Aber die Ziegelsteinmauer ist nicht einfach die Summedieser Objekte. Anders als ein Haufen von Ziegelsteinen oder eine Mengevon Ziegelsteinen hat die Mauer eine innere Struktur. Diese innere Strukturist durch Beziehungen zwischen verschiedenen Ziegelsteinen gegeben, dieseBeziehungen sind hier m�ogliche Verschiebungen eines Steins an den Platzeines andern. Darunter gibt es privilegierte direkte Beziehungen. Dies sinddie Beziehungen zwischen den Ziegelsteinen, die sich ber�uhren. Die Strukturist gegeben, wenn man diese direkten Beziehungen kennt. Sie sagen aus, umwieviel ein Ziegelstein verschoben werden mu�, damit er auf den Platz desihn ber�uhrenden Nachbarn kommt. Im Bild sind diese direkten Beziehungenals Pfeile eingezeichnet, insgesamt sechs.Nun gibt es aber auch noch Beziehungen zwischen entfernteren Ziegel-stein. Es gibt eine Verschiebung, die einen Ziegelstein an den Platz irgen-deines andern bringen w�urde. Diese Verschiebungen kann man aus einerFolge von fundamentalen Verschiebungen zusammengesetzt denken, die dendirekten Beziehungen zugeordnet sind. Man denkt sich den Ziegelstein inmehreren Schritten jeweils an die Stelle eines vorherigen Nachbarn verschoben.Man lernt daraus, da� man aus den direkten Beziehungen indirekte Beziehun-gen zusammensetzen kann.Solche zusammengesetzten Beziehungen sind uns auch aus dem t�aglichenLeben vertraut. Es gibt den Freund eines Freundes, der vielleicht sp�ater malselbst ein Freund werden kann, und die Schwiegermutter ist die Mutter desEhemanns oder der Ehefrau usw.. Es ist uns von Natir aus mitgegeben, da�wir in Beziehungen denken.



12CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTIm Beispiel der Mauer und auch allgemeiner gibt es zu jeder Beziehungeine Beziehung in der umgekehrten Richtung bei der Quelle und Ziel ver-tauscht sind. Und wenn Anne die Ehefrau von Fritz ist, so ist Fritz derEhemann von Anne. Wir nennen dies die adjungierte Beziehung. Im Fallder Ziegelsteinmauer ist dies die entgegengesetzte Verschiebung, sie bringtden Stein an seinen urspr�unglichen Platz zur�uck. Damit die Zusammenset-zbarkeit gew�ahrleistet ist, fordern wir, da� unter allen Beziehungen eines Ob-jekts auch die triviale Beziehung der Identit�at mit sich (triviale Verschiebung)zu �nden ist.Die Ziegelsteinmauer kann selbst als ein Objekt in einem andern Sys-tem auftreten. Man sagt dann, dieses Objekt habe innere Struktur. Mandenke an einen viereckigen Turm, der aus vier verschiedenen Mauern gebautist, zwischen denen Beziehungen bestehen, die wiederum ihre relative Lageangeben. Die Ziegelsteinmauer-Objekte haben eine innere Struktur der ebenbeschriebenen Art.Die Ziegelsteinmauer ist nun allerdings ein System mit einer speziellenEigenschaft, die nicht in jedem System vorhanden sein muss. Es gibt nureine Verschiebung von einem Stein an den Platz eines andern. Gegebendie Quelle (der anf�angliche Platz) und das Ziel, so k�onnen wir eine solcheVerschiebung in verschiedener Weise aus einer Folge von fundamentalen Ver-schiebungen zusammengesetzt denken. Eine solche Folge nennen wir einenWeg. Unabh�angig vom Weg ist die resultierende Verschiebung jedoch immerdieselbe. Diese Wegunabh�angigkeit ist eine spezielle Eigenschaft. 8Frustration begegnet in verschiedenem Kontext unter verschiedenen Na-men. Die Tabelle gibt eine �UbersichtEin System mit dieser Eigenschaft nennen wir unfrustriert. In einembeliebigen System k�onnen bei gegebener Quelle und gegebenem Ziel ver-schiedene Wege m�oglicherweise verschiedene Beziehungen bestimmen. Dannsprechen wir von Frustration.8Physiker sind mit Aussagen �uber Wegunabh�angigkeit wohl vertraut. Eine Kraft hatein Potential, wenn die von der Kraft auf ein Objekt bei Verschiebung des Objekts l�angseines beliebigen Wegs zwischen zwei vorgegebenen Raumpunkten geleistete Arbeit vomWeg unabh�angig ist. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik behauptet eine Wegun-abh�angigkeit, die es erlaubt, die Entropie zu de�nieren. Und die Black-Scholes Gleichungder Finanzwissenschaft leitet aus der Annahme der Wegunabh�angigkeit des Resultats vonkombinierten Finanztransaktionen eine Formel f�ur den Wert einer Option her. Ein Weg isthier eine Folge von K�aufen und Verk�aufen, Kreditaufnahmen eingeschlossen, deren Netto-Resultat den K�aufer zu einem bestimmten Zeitpunkt in den Besitz eines bestimmten Gutssetzt.



2.3. DIE WELT ALS NETZWERK VON BEZIEHUNGEN 13Elektrodynamik Feldst�arke,z.B.Eichtheoiren der Elementarteilchen elektrische , magnetischeFl�achen im Raum Kr�ummungAllgemeine Relativit�atstheorieFinanzm�arkte ArbitrageSystemtheorie FrustrationSpin Gl�aserTable 2.1: Frustration unter verschiedenem NamenFrustration ist der Feind der Bedeutung - ich werde dies in der n�achstenVorlesung am Beispiel von Escher's unm�oglichen Bildern illustrieren. Frus-tration ist auch die Mutter der Kr�afte. Ich werde dies sp�ater am Beispielder Finanzwissenschaft und an Maxwell's Theorie des Elektromagnetismuserl�autern.Formale De�nition eines SystemsIch will die De�nition noch etwas mehr formalisieren.Ich werde hier nicht die in der Logik traditionelle Bezeichnungsweise aRbf�ur eine Beziehung R von a zu b benutzen, die von den Klassikern und auchin Wittgenstein's tractatus logico philosophicus benutzt wurde, sondern dieheute in der Mathematik gebr�auchliche Bezeichnungsweise. Die Objekte wer-den mit gro�en Buchstaben X;Y;Z; ::: bezeichnet, und die Beziehungen mitkleinen Buchstaben f; g; :::. Man schreibtf : X 7! Y oder X f�! Yf�ur eine Beziehung von X zu Y . X hei�t Quelle und Y hei�t Ziel von f .F�ur zusammengesetzte Beziehungen schreiben wir hier g � f statt der tradi-tionellen Notation aR1R2b. Das Symbol � erinnert daran, da� eine Zusam-mensetzungsregel erforderlich ist.Nach De�nition besteht ein System aus ObjektenX;Y; ::: und gerichtetenBeziehungen f; g; ::: zwischen den Objekten. Die Beziehungen haben diefolgenden Eigenschaften.Verkn�upfung Beziehungen f mit Ziel Y k�onnen mit Beziehungen g mitQuelle Y zu Beziehungen g � f zusammengesetzt werden. f : X 7! Y



14CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTund g : Y 7! Z de�nieren g � f : X 7! Z:Die Verkn�upfung ist assoziativ,h � (g � f) = (h � g) � f:Adjunktion Zu jeder Beziehung f : X 7! Y gibt es eine eindeutig bes-timmte Beziehung f� : Y 7! X in die entgegengesetzte Richtung. Esist f�� = fund (g � f)� = f� � g�Identit�at Jedes Objekt X besitzt eine ausgezeichnete Beziehung �X : X 7!X zu sich selbst, die als Identit�at mit sich selbst interpretiert wird. Sieist ihr eigenes Adjungiertes, ��X = �XZusammensetzung mit der Identit�at macht keinen Unterschied,f � �X = f = �Y � ff�ur beliebiges f : X 7! Y .Lokalit�at Einige Beziehungenwerden als direkte oder fundamentale Beziehun-gen ausgezeichnet. Alle andern Beziehungen k�onnen durch Zusam-mensetzung und Adjunktion aus direkten Beziehungen gebaut werden.f = bn � ::: � b1;wobei jedes bi direkt oder Adjungiertes einer direkten Beziehung ist.Der leere Weg (n = 0) ist zugelassen und liefert die Identit�at.Die Objekte eines Systems k�onnen selbst Systeme sein; solche Objektehaben innere Struktur und werden auch als zusammengesetzte Objekte beze-ichnet. Andernfalls werden die Objekte als atomar bezeichnet. Es ist jedochzu betonen, da� dies eine Eigenschaft des Modells ist, nicht der modellierten



2.3. DIE WELT ALS NETZWERK VON BEZIEHUNGEN 15Wirklichkeit. �Ahnliches gilt f�ur die Charakterisierung einer Beziehung alsfundamental.Um die Betrachtung zusammengesetzter Objekte zu motivieren, greife ichhier der sp�ateren Diskussion dessen, was Komplexit�at ausmacht, etwas vor.Man kann verschiedene Modelle desselben Teils der Welt machen, ins-besondere k�onnen sie verschieden detailliert sein. Man kann mikroskopis-che Modelle machen und makrokopische Modelle. Und dann kann es sein,da� das, was in einem makroskopischen Modelle als fundamentale Beziehungaufgefa�t wird, in einem detaillierteren mikroskopischen Modell als solchenicht vorhanden ist, sondern aus vielen Beziehungen zusammengebaut wer-den mu�. Und ein im makroskopischen Modell atomares Objekt kann immikroskopischen Modell innere Struktur besitzen.Die Beziehung zwischen mikroskopischen und makroskopischen Modellenist in der Physik von zentraler Bedeutung, aber nicht nur da. Sie bildetdie Grundlage der Theorie komplexer Systeme. Genuin komplexe Systemesind solche, die man nicht durch Betrachtung von Teilsystemen mit nurwenigen Objekten verstehen kann. Man wird dann fragen, wie man sie�uberhaupt verstehen kann, ohne viele Objekte gleichzeitig betrachten zum�ussen. Die Antwort ist, da� man Theorien auf verschiedenen Ebenen be-trachtet, vom mikroskopische zum makroskopischen. Man betrachtet alsoverschiedene Modelle gleichzeitig, und bringt diese in Verbindung. Dazuwerden in der feineren Theorie zusammengesetzte Objekte de�niert, und zuatomaren Objekten der gr�oberen Theorie erkl�art. Dies ist ein Akt der Kom-plexit�atsreduktion. Dabei braucht man i.a. in einem Schritt nur wenige Ob-jekte als Konstituenten eines zusammengesetzten Objekts zuzulassen, dennman kann die Schritte zu wiederholen.In der praktischen Anwendung der Resultate benutzt man immer dasgr�obste Modell, das anwendbar ist, um eine vorgelegte Fragestellung zubeantworten.Wir haben beispielsweise in der Physik die kinetische Gastheorie alseine mikroskopische Theorie, und die W�armelehre als eine makroskopische;beide k�onnen benutzt werden um Gase im Gleichgewicht zu beschreiben, diekinetische Gastheorie beschreibt jedoch au�erdem Transportph�anomene. Einanderes Beispiel einer makroskopischen Theorie ist die Elektrodynamik po-larisierbarer Materie. Statt einer detaillierten Beschreibung der Atome wirdderen E�ekt auf die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen durch zwei Pa-rameter � und �, diese bestimmen den Brechungsindex.



16CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFT2.4 Objektive vs. subjektive AussagenWir unterscheiden Aussagen in der Sprache der Gedanken als objektiv odersubjektiv, je nachdem ob sie f�ur ganz beliebige Systeme sinnvoll sind, ohneda� es dazu eines ausgezeichneten Objekts bedarf, oder ob sie auf ein aus-gezeichnetes Objekt, das wir Subjekt nennen, Bezug nehmen.2.5 Der tautologische Charakter der Anforde-rungen an ein SystemZusammenfassung: Wir modellierenTeile der Welt als Systeme, das sind Net-zwerke von gerichteten Verbindungen zwischen Objekten. Die Objekte sindModelle von Dingen oder Agenzien. Auch Systeme sind als Objekte zuge-lassen, man sagt dann, diese Objekte h�atten innere Struktur. Die Verbindun-gen, auch Pfeile genannt, modellieren gerichtete Beziehungen zwischen Din-gen oder Agenzien. Wir werden sehen, da� sie ohne weitere Annahme auchals Kan�ale der Kommunikation interpretiert werden k�onnen. Gewisse Pfeilesind als fundamentale Pfeile ausgezeichnet. Sie modellieren direkte Beziehun-gen. Jeder Pfeil bestimmt eindeutig zwei Objekte, seine Quelle und sein Ziel.Es wurden noch weitere Eigenschaften postuliert. Es soll jetzt gezeigtwerden, da� darin tats�achlich keine weiteren Annahmen stecken, die �uberdas Postulat hinausgehen, da� Systeme gerichtete Verbindungen zwischenObjekten enthalten, die wir als direkte Beziehungen interpretieren. Es gen�ugtanzugeben, zwischen welchen Objekten direkte Beziehungen bestehen, undggf. wie viele.Genauer gilt folgender Satz:1. Es sei eineMenge von Symbolen fbg gegeben, und eine Zuordnung einesQuellobjektsQb und eines Zielobjekts Zb zu jedem b. Dann kann darausin kanonischer Weise ein System SG mit fundamentalen Beziehungenb : Qb 7! Zb konstruiert werden.2. Jedes andere System mit denselben fundamentalen Beziehungen erh�altman dadurch, da� man gewisse Pfeile in SG als ununterscheidbar be-trachtet. Mathematisch gesprochen sind die Pfeile des neuen Systems�Aquivalenzklassen von Pfeilen in SG. Die Pfeile in einer �Aquivalenzklassehaben dieselbe Quelle und dasselbe Ziel.



2.5. DER TAUTOLOGISCHE CHARAKTERDER ANFORDERUNGENANEIN SYSTEM173. Jedes System ist von dieser Art.Die Grundidee hinter dieser Behauptung ist sehr einfach. Man f�ugt Sym-bole f�ur die adjungierten Pfeile hinzu, und de�niert die Pfeile als Folgenvon Symbolen. Genaueres wird f�ur interessierte Leser nach der folgendenBemerkung angef�ugt.Bemerkung Sp�ater werden wir noch ein weiteres Resultat kennenlernen,dessen Verst�andnis allerdings hohe Anforderungen an Abstraktionsverm�ogenstellt. Auf die Objekte kommt es nicht an. Es gen�ugt, eine Liste aller Pfeilemit als solchen markierten fundamentalen Pfeilen zu haben, und zu wissen,welche Pfeile f und g zusammengesetztwerden k�onnen, und welches das Sym-bol f�ur den daraus zusammengesetzten Pfeil ist. Dann ist damit das Systemvollst�andig beschrieben - genaueres sp�ater. Dies hebelt die Notwendigkeiteiner materialistischeWeltsicht aus und f�uhrt zu einer Beschreibung der Weltals reiner Form.Genaueres zur Begr�undung des SatzesUm das System zu de�nieren, f�ugen wir zun�acht f�ur jedes Symbol b unsererMenge an Symbolen ein zus�atzliches Symbole b� hinzu. Die Quelle von b� seidas Ziel von b, und das Ziel von b sei die Quelle von b.Die Pfeile in SG mit Quelle Q und Ziel Z sind Folgen (b1; :::; bn) vonSymbolen mit der Eigenschaft, da� das Ziel der Quelle von bi gleich derQuelle von bi+1 ist; weiter soll Q die Quelle von b1 und Z das Ziel von bnsein. Die Symbole k�onnen vom Typ b der b� sein.Falls Q = Z so ist auch die leere Folge (n = 0) zugelassen; dieser Pfeilwird als die Identit�at �X interpretiert. Eine Folge aus nur einem Pfeil b1ist derselbe Pfeil wie b1. Er ist fundamental, falls b1 in der urspr�unglichenMenge fbg ist.Die Zusammensetzung der Pfeile wird als Zusammensetzung von Folgende�niert. (b1; :::; bn) � (b01; :::; b0m) = (b01; :::; b0m; b1; :::; bn) (2.1)= bn � ::: � b1 � bm � ::: � b1: (2.2)Die G�ultigkeit der Gleichung der zweiten Zeile folgt aus der De�nition inder ersten Zeile. Die Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren ist eine Folgeunserer Notations-Konventionen. Die Assoziativit�at ist erf�ullt.



18CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFTDer zu (b1; :::; bn) adjungierte Pfeil ist (b�n; :::; b�1). Falls bi = b�, so istb�i = b�� als b zu lesen.Man �uberzeugt sich, da� alle de�nierenden Eigenschaften eines Systemserf�ullt sind.In einem beliebigen System bestimmtnach De�nition jederWeg (b1; :::; bn)einen Pfeil, und alle Pfeile k�onnen so gewonnen werden. Es k�onnen allerdingsverschiedene Wege denselben Pfeil liefern. Die zweite und die dritte Aussagefolgen daraus.2.6 Beschreibung von SystemenWir werden hier ausschlie�lich Systeme mit nur endlich vielen oder ausnahm-sweise mit abz�ahlbar vielen Objekten und mit endlich vielen oder ausnahm-sweise mit abz�ahlbar vielen fundamentalen Pfeilen betrachten. Es gibt dannauch h�ochstens abz�ahlbar viele Pfeile insgesamt.Die Problematik eines Kontinuums soll nicht Gegenstand dieser Vorlesungsein. Wenn wir kontinuierliche R�aume modellieren, so werden wir sie durchGitter mit h�ochstens abz�ahlbar vielen Punkten approximieren.Es gibt nun zwei Weisen, wie man spezielle Systeme beschreiben kann.1. Durch explizite BeschreibungMan gibt eine Liste von Symbolen, die die Objekte vorstellen, und eineListe von Symbolen, die die Pfeile vorstellen. Zu jedem Pfeil werdendie Symbole seiner Quelle und seines Ziels, sowie seines Adjungiertenangegeben. Dar�uber hinaus werden die fundamentalen Pfeile als solchemarkiert. Ausserdem mu� man f�ur jedes Paar von Pfeilen das Symboldes aus ihnen zusammengesetzten Pfeils angeben, wann immer das Zieldes ersten Pfeils gleich der Quelle des zweiten Pfeils ist.2. Durch Angabe der fundamentalen Pfeile und �Aquivalenzrelationen zwis-chen PfeilenHier gibt man eine Liste der Objekte und eine Liste der fundamen-talen Pfeile sowie deren Quelle und Ziel an. Ausserdem mu� mandann noch festlegen, welche Wege den selben Pfeil de�nieren. Dieskann h�au�g durch Angabe eines erzeugenden Satzes von �Aquivalenzenzwischen Wegen geschehen, aus denen dann alle andern folgen. Solche



2.7. ZWEI SPEZIELLE SYSTEME ALS BEISPIEL 19Folgerungen gibt es deshalb, weil mit g = f auch g � h = f � h undh0 � g = h0 � f gelten mu�.Im folgenden sollen diese beiden M�oglickeiten durch zwei Beispiele illus-triert werden.2.7 Zwei spezielle Systeme als BeispielEs gibt einige Systeme, die ganz besonders wichtig sind. Ich bezeichne sieals Archetypen. Sie treten in der Theorie der Bedeutung auf, und unter-scheiden verschiedene Arten der Bedeutung. Das folgende Beispiel wird beider Betrachtung der Logik aus systemtheoretischer Sicht eine wichtige Rollespielen.Logischer Archetyp Ein Systemmit zwei Objekten T (true) and F (false),und fundamentalen Pfeilen e : T 7! F; e� : F 7! T; o : F 7! F .Die Zusammensetzungsregel iste � e� = �F ; (2.3)e� � e = �T ; (2.4)o � o = o = o�; (2.5)o � e = e; (2.6)e� � o = e�: (2.7)Adjungierte sind durch den Stern � gekennzeichnet.System der nat�urlichen Zahlen Wir betrachten die nat�urlichen Zahlenals Objekte eines Systems mit einem ausgezeichneten Objekt 0.Die traditionellen Axiome f�ur nat�urliche Zahlen sagen aus, da� jedesObjekt einen eindeutig bestimmten Nachfolger hat, und jedes Objektau�er 0 ist Nachfolger eines Objekts. Der Nachfolger von X wird alsX + 1 interpretiert.Dementsprechend f�uhren wir f�ur jedes Objekt X eine fundamentaleBeziehungen mit Ziel X ein, deren Quelle der Nachfolger von X ist.Jedes Objekt au�er dem ausgezeichneten Objekt 0 kommt als Quelleeiner solchen Beziehung vor. Die Objekte und fundamentalen Beziehun-gen sehen also wie folgt aus



20CHAPTER 2. EIN GEMEINSAMERRAHMENF�URALLEWISSENSCHAFT0 <-- * <-- * <-- * <-- ...Die adjungierten b� der fundamentalen Pfeile b sind nicht fundamental.Als einzige erzeugende �Aquivalenzrelatin zwischen Wegen postulierenwir, da� die fundamentalen Pfeile unit�ar sind. Dies bedeutet hin undzur�uck gibt die Identit�at. In Formeln: Ist b : X 7! Y so giltb � b� = �Y (2.8)b� � b = �X (2.9)(2.10)Entsprechende Gleichungen gelten dann auch f�ur zusammengesetzteBeziehungen. Alle Pfeile in dem System sind eindeutig durch Quelleund Ziel bestimmt.Die Addition von X und Y zu X + Y kann als strukturelle Transfor-mation aufgefa�t werden, die aus zwei Systemen mit ausgezeichnetenObjektenX bzw Y ein neues Systemmit einem ausgezeichneten ObjektX + Y macht. Die Systeme0<--*<--* ... *<--X<--*...0<--*<--*...*<--Y<--* ...werden an den angegebenen Stellen durch Wegnehmen von Pfeilen zer-schnitten,0<--*<--* ... *<--X(<--*...0)<--*<--*...*<--Y<--* ...und neu zusammengef�ugt,0<--*<--* ... *<--X<--*<--*...*<--X+Y<--* ... .



Chapter 3Darstellungenstheorie derBedeutungWir machen uns Bilder der Tatsachen.Das Bild ist ein Modell der Wirklichkeit.Das Bild besteht darin, da� sich seine Elemente in bestimmterArt und Weise zueinander verhalten.Da� sich die Elemente des Bildes in bestimmter Art und Weisezu einander verhalten, sttellt vor, da� sich die sachen so zueinan-der verhalten.Dieser Zusammenhang der Elemente des Bildes hei�e seine Struk-tur und ihre M�oglichkeit seine Form der Abbildung.Nach dieser Au�assung geh�ort also zum Bilde auch noch dieabbildende Beziehung, die es zum Bild macht. LudwigWittgenstein13.1 Ein Blick auf Escher's unm�ogliche BilderIn diesem Abschnitt soll anhand eines Blicks auf Eschers unm�ogliche Bilderein erster Eindruck von den Wechselbeziehung zwischen drei Grundbegri�engegeben werden: Frustration, Darstellung, Bedeutung.1tractatus logico-philosophicus, S�atze 2.1, 2.12, 2.14, 2.15, 2.151321



22 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGWir wissen schon, da� Frustration auftritt, wenn es mehrere verschiedeneBeziehungen zwischen zwei gegebenen Objekten gibt. Insbesondere tritt sieauf, wenn ein geschlossener Weg von einem Objekt X zu sich selbst nicht dieIdentit�at liefert.Eine pr�azise Beschreibung, was eine Darstellung als solche charakterisiertwird in K�urze egegeben werden, und mit ihrer Hilfe kann auch eine pr�aziseBegri�sbestimmung von Bedeutung gegeben werden. Dem soll aber zun�achsteine informelle Diskussion des Begri�s Bedeutung vorausgeschickt werden.Es gibt verschiedene Arten der Bedeutung. F�ur fast jeden Organismus istes lebenswichtig, da� er gewissen Aspekten seiner Umgebung die Bedeutunggut oder schlecht zuordnet. Nahrung ist gut, Fre�feinde sind schlecht... .Im Laufe der Evolution werden sich Zuordnungen herausbilden, die gewissenKonsistenzbedingungen gen�ugen. Beispielesweise k�onnte einem gro�er Schat-ten die Bedeutung schlecht zugewiesen werden, weil eine starke positive Kor-relation mit dem Auftreten eines Fressfeinde besteht. Positive Korrelationenwerden gleichartige Bedeutung beg�unstigen, negative Korrelationen hinge-gen entgegengesetzte Bedeutung. Wir k�onnen die Werte gut und schlecht alsObjekte eines Systems au�assenBetrachten wir statt beliebiger Organismen reine Mathematiker, so wer-den die Werte gut oder schlecht durch wahr und falsch ersetzt, denn ein reinerMathematiker verdient seinen Lebensunterhalt, indem er gewissen Aussagenden Wert wahr zuordnet. Er darf dies aber nicht in willk�urlicher Weise tun,sondern er muss die Regeln der Logik beachten. Die Werte wahr und falschk�onnen als Objekte eines Systems, n�amlich des oben eingef�urten logischenArchetypen, betrachtet werden. Wir werden in K�urze sehen, da� die Regelnder Logik erf�ullt sein werden, wenn wir eine Darstellung eines Systems vonAussagen �nden k�onnen, deren Bild der logische Archetyp ist.Die Existenz von Frustration kann zur Unm�oglichkeit von Darstellungenf�uhren, und damit zur Unm�oglichkeit der Zuweisung von Bedeutung einerbestimmten Art. Dies kann am Beispiel der unm�oglichen Bilder von Escherillustriert werden.Die Bilder selbst sind zweidimensional, aber der Maler erweckt mit k�unst-lerischen Mitteln den Eindruck, es handele sich um eine Darstellung vonObjekten im dreidimensionalen Raum. Tats�achlich ist eine konsistente In-terpretation dieser Art aber unm�oglich. In den Bildern Treppauf, treppabund Wasserfall ist es unm�oglich, Punkten des Bilds in konsistenter Weiseeine H�ohe �uber Grund zuzuordnen, obwohl dies m�oglich sein m�u�te, wenndie Punkte Bilder von Punkten im Raum w�aren, wie der Maler es suggeriert.



3.2. DARSTELLUNGEN 23Man sieht dies daran, da� Frustration auftritt, die bei Wegen im Raum nichtvorhanden sein kann.Im Bild Treppauf, treppab steigen Figuren Treppenstufen hinauf, undkommen schlie�lich, nachdem sie einen viereckigen Innenhof umrundet haben,an ihren Ausgangspunkt zur�uck. Die Treppe erweckt den Anschein einerTreppe im Raum. Wir k�onnten dann den Weg von Stufe zu Stufe als einenWeg aus einer Folge von Verschiebungen im Raum au�assen. Jeder geschlos-sene Weg m�usste dann aber die Identit�at sein, wie wir schon am Beispiel derZiegelsteinmauer sahen - es gibt nur eine Verschiebung, die einen Raumpunktan den Platz eines anderen bringt. Das Bild enth�alt aber Information,die damit im Widerspruch ist. Jede Treppenstufe bringt eine positive Ver-schiebung in die H�ohe. Diese addieren sich, soda� der Rundweg insgesamteine Verschiebung in die H�ohe bewirken mu�, die resultierende Verschiebungist also von der Identit�at verschieden. Wir haben Frustration, die im Raumunm�oglich ist.Das Konstruktionsprinzip des Bilds Wasserfall ist dasselbe. Auch hierscheitert die Zuweisung von H�ohe. Beim Bild W�urfel mit B�andern ist esdie Zuweisung der Bedeutung als konvex oder konkav an die Kn�opfe, diescheitert. Im Bild Belvedere schlie�lich ist es die Zuweisung einer Richtung.Die H�ohe k�onnen wir als eine Art von Bedeutung au�assen; sie w�are f�ureinen Organismus wichtig, f�ur den potentielle Energie von Bedeutung ist -man denke an 
iegende Hunde. Die Zuweisung dieser Art von Bedeutung istin den beiden erstgenannten Bildern unm�oglich.3.2 DarstellungenAnhand von Eschers Bildern hatte ich eine Beziehung zwischen 3 Begri�enhergestellt, die von fundamentaler Bedeutung sind.Frustration () Darstellung () Bedeutung (3.1)Ich will das noch einmal am Beispiel des Bilds Treppauf, treppab ganzkurz in Erinnerung rufen.Dieses Bild stellt vor, eine Darstellung eines dreidimensionalen Objekteszu sein. Das kann aber nicht sein, das Bild ist ein unm�ogliches Bild. Mansieht das daran, da� Frustration auftritt, die nicht m�oglich w�are, wenn manwirklich die Darstellung eines dreidimensionalen Objekts vor sich h�atte.



24 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGDie Frustration besteht darin, da� es einen geschlossenen Weg aus Trep-penstufen gibt der, als die Beziehung eines Punktes zu sich selbst aufgefa�t,nicht die Identit�at ist. Er kann nicht die Identit�at sein, weil die Stufenimmer hinaufsteigen. Es m�u�te deshalb bei Durchlaufen des geschlossenenWegs eine H�ohenverschiebung statt�nden. In drei Dimensionen ist aber eineH�ohenverschiebung l�angs eines geschlossenen Wegs nicht m�oglich. Frustra-tion und Darstellung schlie�en sich hier gegenseitig aus.Bisher war vom Bild als Darstellung eines dreidimensionalen Objekts dieRede. Wir k�onnen nun aber andersherum auch nach Darstellungen des Bildssuchen, die m�oglich sein m�u�ten, wenn das Bild ein dreidimensionales Objektrepr�asentierte. Dies sind Darstellungen, die Punkte eine Bedeutung zuweisen.Der ganze dreidimensionales Treppengang k�onnte in das System der nat�urlichenZahlen abgebildet werden, indem jedem Punkt seine H�ohe (in Einheiten derTreppenstufenh�ohe) zugeordnet wird, jeder Stufe abw�arts ein fundamentalerPfeil (in Richtung 0) , und einer Stufe abw�arts das adjungierte eines solchenPfeils. Jedem Punkt des Escher-Bilds, der eindeutig einem Punkt des Raumszugeordnet ist, m�u�te auf diese Weise ein Punkt in N zugeordnet werden.Dies ist aber unm�oglich, denn wenn man in N immer l�angs fundamen-taler Pfeile absteigt, kann man nie zum selben Punkt zur�uckkommen. DieDarstellung soll die Bedeutung H�ohe aufzeigen; dies scheitert.Bedeutung ist immerBedeutung f�ur einen Organismus oder in einer speziellenHinsicht. Man denke hier an einen Flughund. F�ur diesen ist H�ohe von exis-tentieller Bedeutung.Das Tripel (3.1) wird uns auch weiterhin interessieren. Zun�achst einmalkonzentrieren wir uns auf den Begri� einer Darstellung.Bisher ist noch keine pr�azise De�nition einer Darstellung gegeben worden.Das obige Zitat Wittgensteins versucht, eine De�nition zu geben; was wirDarstellung nennen, nennt Wittgenstein Bild. Die De�nition ist allerdingsin einem Punkt impr�azise. Was bedeutet so?Es ist hier vom Verhalten von Paaren von Dingen zueinander die Rede.Aber im einen Fall sind es Paare im Bild, im anderen sind es Paare vonDingen in der Wirklichkeit. Was es hei�t, da� das eine Paar sich so verh�altwie das andere, ist hier nicht klar gesagt, h�atte aber gesagt werden m�ussen.Die folgende pr�azise De�nition einer Darstellung wird diesen Punkt dahinge-hend kl�aren, da� die Existenz einer Beziehung mit bestimmten Eigenschaftenverlangt wird.



3.2. DARSTELLUNGEN 253.2.1 Darstellung, Kognition, Erzeugung neuer funda-mentaler PfeileDie Wichtigkeit des Begri�s einer Darstellung f�ur die allgemeine Theoriebesteht darin, da� er eine logische M�oglichkeit der Erzeugung eines neuenfundamentalen Pfeils liefert. Im Laufe der zeitlichen Entwicklung eines Sys-tems werden im allgemeinen neue fundamentale Pfeile entstehen. Tats�achlichbesteht alle m�ogliche Dynamik darin, wenn wir nicht Wachstumsprozesse be-trachten, bei denen Objekte kopiert werden. Das Verst�andnis des Entstehensneuer Beziehungen ist daher der Grundstein, auf dem das Verst�andnis vonDynamik ruhen wird.Es ist also die Frage, wie kann man �uberhaupt neue fundamentale Beziehun-gen machen. Wie schon fr�uher erw�ahnt, gibt drei M�oglichkeiten:1. Ein zusammengesetzter Pfeil wird fundamental (Katalyse, Bewegung)2. Das Adjungierte eines fundamentalen Pfeils wird als fundamental erkl�art3. Kognition: Objekte mit passender innerer Struktur werden verbunden.Man kann diese M�oglichkeiten auch an der Lebenswirklichkeit illustrieren.Wie kann ich einen neuen Bekannten kennenlernen? Es gibt im Prinzip dreiM�oglichkeiten1. Durch einen Bekannten, der ihn kennt - eine indirekte Beziehung wirddirekt.2. Ich kannte ihn nicht, aber er kennt mich, aus einem Vortrag zumBeispiel, und spricht mich an - das Adjungierte einer direkten Beziehungwird eine direkte Beziehung.3. Gemeinsame Interessen f�uhren uns zusammen - hier passt innere Struk-tur.Im allgemeinen sind Kognitionsprozesse mehrstu�g, jede Stufe bestehtaus der Herstellung von Beziehungen in Form von strukturerhaltenden Abbil-dungen. Im allgemeinen ist das Bildsystem ganz oder teilweise vorgegebene.



26 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNG3.2.2 Zur Bedeutung der KognitionEs ist extrem wichtig, da� solche Beziehungen hergestellt werden k�onnen.Da� sie logisch de�niert sind, ist wichtig f�ur die Theorie; das� sie in der Praxishergestellt werden k�onnen , ist wichtig f�ur das Funktionieren der Systeme inder Natur. Dies soll n�aher erl�autert werden.BiologieDas erste Beispiel ist die Mikrobiologie.Betrachten wir Zellen, K�orperzellen oder Bakterien, Organismen aus eineroder mehrerer Zellen. Zellen sind zusammengesetzte Objekte mit innererStruktur. Sie haben einen Rand. Dieser Rand ist eine Membran. Einesolche Zelle hat in nullter N�aherung keine Wechselwirkung mit der Au�en-welt. Die Membran ist dazu da, das Innere der Zelle vor Einwirkungenvon au�en abzuschirmen, die sonst vorhanden w�aren. In dieser N�aherungh�atten wir keine Wechselwirkung mehr. Dies bewirkt eine enorme Kom-plexit�atsreduktion. Das Innere der Zellen ist sehr komplex, es enth�alt sehrviele Molek�ule, die unter vielerlei Ein
�ussen stehen. Durch die Membrankann man das, wenn man die Zelle als Ganzes betrachtet, in nullter N�aherungignorieren.Tats�achlich ist die nullte N�aherung nicht exakt richtig. Es gibt spezielleM�oglichkeiten der Kommunikation zwischen Zellen durch die Membran hin-durch.Die Membran ist im Prinzip sehr einfach. Sie besteht aus einer Dop-pelschicht von Molek�ulen, die je ein wasserliebendes und ein wasserfeindlichesEnde haben. Das wasserfeindliche zeigt nach innen, das wasserliebende zeigtnach au�en. Aus solchen Mole�ulen bilden sich ganz spontan Membranen.Zellmembranen enthalten nun aber auch eingebettete Proteine; diese Pro-teine wirken als Rezeptoren. Sie k�onnen ganz spezielle Signale empfangen, in-dem Botensto�e sich an den Rezeptoren anlagern. Dadurch wird ein gewissesMa� an Wechselwirkung wiederhergestellt.Proteine in Zellenmembranen k�onnen auch Poren haben, dies erm�oglichtTransport in die Zelle hinein und aus der Zelle heraus.Die Zellwandproteine sind sehr selektiv. Das bedeutet, da� nur Boten-sto�e angelagert werden, die genau passen. Die Botensto�e m�ussen dieseRezeptoren erkennen.Das ist eine sehr scharfe Forderung, die man Spezi�zit�at nennt. Spezi-



3.2. DARSTELLUNGEN 27�zit�at spielt eine gro�e Rolle in der Kommunikation zwischen Zellen.Wenn der Botensto� sich anlagert, kann durch das Protein im Zellinnernetwas bewirkt werden. Zellen k�onnen auch mit Hilfe spezieller Membranpro-teine ihren Zustand nach au�en kommunizieren, indem sie Molek�ule aus demZellinnneren auf der Membranober
�ache auf Membranproteinen pr�asentieren.Beispielsweise kann eine kranke Zelle, die durch ein Virus in�ziert ist, diesnach au�en kundgeben, indem sie Teile der Proteine des Virus nach au�enbringt und dort pr�asentiert.BiochemieDas zweite Beispiel ist die Katalyse biochemische Reaktionen durch Enzyme.Ein Beispiel einer Katalyse wurde in Figur(??) gezeigt. Es kann abernicht nur die Bindung zweier Molek�ule katalysiert werden, sondern auch derZerfall oder die Verbringung einer funktionalen Gruppe des Molek�uls voneinem Ort an einen anderen. Es gibt also verschiedene Typen von solchenEnzymen. Viele sind hochspezi�sch. Der Katalysator kann nicht an einbeliebiges Paar von Molek�ulen andocken, sondern nur an ganz spezielle.Es werden nur Reaktionen zwischen spezi�schen Mole�ulen statt�nden. DieSteuerung der Lebensvorg�ange geschieht durch Enzyme, das sind Proteine,die durch das genetische Material codiert werden. Hier spielt wieder dieSpezi�zit�at eine gro�e Rolle.Sie spielt auch ein Rolle in der Medizin. Wenn sie Antibiotika nehmen,sollen diese nicht kurz und b�undig alle Lebensvorg�ange unterdr�ucken, ein-schlie�lich derer des kranken Organismus. Sie sollen ganz spezi�sch nur aufdie Krankheitserreger wirken. Wi ist das m�oglich? Sie unterbinden ganzspezi�sche biochemische Reaktionen, beispielsweise indem sie das Enzym,das dazu notwendig ist, blockieren.Manche Medikamente blockieren Enzyme, die die Membranen zusammen-bauen.Sie k�onnen spezi�sch gegen Bakterien wirken, weil Bakterien Zellen an-derer Art als unsere K�orperzellen sind, die einen anderen Zell-Sto�wechselhaben. Es gibt zwei sehr verschiedene Arten von Zellen. Bakterien sindProkarionten, unsere K�orperzellen sind Eukaryonten. Es gibt in BakterienEnzyme, die im Menschen nicht vorkommen. Wenn man diese blockierenkann, dann kann man so diese Bakterien eliminieren, ohne dem krankenMenschen zu schaden.



28 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGDies war schon die Idee der Sulfonamide, und im Prinzip ist es bei Antibi-otika �ahnlich. Man kennt den Sto�wechsel von Bakterien in vielen Details.Man kann Kandidaten von Enzymen �nden , die man attackieren k�onnte,entweder indem man ihre Wirkung verhindert oder indem man sie zerst�ort.Wenn es nun m�oglich ist, Medikamente zu scha�en, die spezi�sch gegen dieseEnzyme wirken, so kann man damit Krankheiten heilen. Auf das Problemder Resitivit�at kommen wir noch zu sprechen.Es gibt ein sehr sch�ones Beispiel f�ur dieses Prinzip, das sind die antiviralenDrogen, die vor allem gegen HIV eingesetzt werden. Das HIV-Virus ist einRetrovirus. Das genetische Material ist RNA, nicht DNA wie in unseremK�orper. Es wird in DNA �ubersetzt. Dazu ist ein spezielles Enzym n�otig, dases in unserem K�orper nicht gibt. Dieses nennt man die reverse Transkriptase.Alle Eukaryonten haben das genetische Material als DNA und brauchen keinereverse Transkriptase.Die Medikamente wirken gezielt gegen reverse Transkriptase, mache auchgegen Protease, ein anderes Enzym. Beide Enzyme sind dem Virus eigen, siewerden durch sein genetisches Material codiert.Die Medikamente ind sehr erfolgreich; so erfolgreich, da� oft im Blut vonHIV-Patienten keine Viren mehr festgestellt werden k�onnen. Das bedeutetnicht, da� die Patienten v�ollig geheilt w�aren, denn die Viren k�onnen sich inGed�achtnis-T-Zellen verstecken. Das ist ein bekanntes Problem, das auchbei Herpesviren auftritt. Diese verstecken sich in Ganglien.Diese Ausf�uhrungen zeigen wie Spezi�zit�at hilft, um gezielt Medikamentezu entwickeln.Es soll noch kurz auf das Problem der Resistenz von Bakterien gegen An-tibiotika eingegangen werden. Antibiotika werden unter Umst�anden unwirk-sam, weil das Bakterium nicht mehr darauf reagiert. Bakterien erreichen dasmit dem gleichen Trick, den die Mediziner anwenden, um sie zu bek�ampfen.Sie erzeugen Enzyme, die das Medikament zerst�oren, oder den Rezeptor mod-i�zieren, durch den das Medikament in die Zelle kommt, oder sie erzeugenMembranproteine, die das Medikament aus dem Bakterium hinauspumpen.Das ist zur Zeit ein gro�es Problem, das ich hier nicht vertieft diskutieren will.Ein L�osungsversuch ist nat�urlich, neue Antidiotika zu scha�en. Ein andererist es, genau gegen diese Proteine vorzugehen, die die Resistenz verursachen.Das ist wiederum eine Strategie, die auf die Spezi�zit�at baut.Die Resistenz ist deshalb so schlimm, weil sie von gewissen Proteinenkommt, die im genetischenMaterial der Bakterien codiert werden. Es ist aberso, da� Gene zwischen Bakterien verschiedener Art relativ leicht ausgetauscht



3.2. DARSTELLUNGEN 29werden k�onnen, entweder durch Plasmide oder durch Viren. Das wu�te manfr�uher nicht.Deshalb k�onnen Resistenzen etwa von Darmbakterien auf andere Bakte-rien �ubergehen. Die Tatsache, da� ein Bakterium gegen ein Antibiotikumresistent ist, kann schnell zur Folge haben, da� andere Bakterien es auchwerden.Dies zeigt hinreichend, wie wichtig es ist, da� man Kognitionsvorg�angemodellieren kann und dann m�oglichst gezielt Molek�ule bauen kann, die einanderes Molek�ul erkennen und eventuell zerst�oren k�onnen.GesellschaftModerne Gesellschaften sind dadurch gekennzeichnet, da� Aufgaben vonInstitutionen wahrgenommen werden. Institutionen der Gesellschaft sindzusammengesetzte Objekte mit innerer Struktur im Sinne unserer Rahmen-theorie. Sie k�onnen mit Zellen von Organismen verglichen werden. Ins-besondere entwickeln sie sich weitgehend autonom. Die Wechselwirkung mitanderen Institutionen verl�auft gew�ohnlich �uber Rezeptoren. Beispielsweiseist der Pr�asident der Universit�at Hamburg der Rezeptor f�ur Weisungen desHochschulamts. Er kann aber auch Verantwortung und damit Rezeptorfunk-tionen delegieren. So wurde beispielsweise die Unternehmerverantwortungf�ur die Einhaltung von Sicherheitsvorschriften an die Gesch�aftsf�uhrenden Di-rektoren der Institute delegiert.Die Kognitionsvorg�ange sind einfach. Der Pr�asident hat eine Adresse,und dorthin k�onnen Weisungen geschickt werden.LinguistikKognition ist auch in der Linguistik wichtig.Die Entschl�usselung der Bedeutung eines Satzes ist ein kognitiver Vor-gang, der typischerweise aus mehreren Schritten besteht. Der elementareKognitionsvorgang ist die Erkennung zueinander passender Strukturen, wobeipassend in diesem Fall bedeutet, da� es eine strukturerhaltende Abbildungvom einen zum anderen oder vom anderen zum einen gibt. Dies elementarenKognitionsvorg�ange kann man in mehreren Schritten zusammenbauen. Mankann sich vorstellen, da� mit Hilfe eines solchen elementaren Kognitionsvor-gangs neue Verbindungen gescha�en werden. Dann hat man ein anderesSystem. F�ur dieses neue System mag es nun eine strukturerhaltende Abbil-



30 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGdung zwischen Teilsystemen geben, die dann wieder benutzt werden kann,um neue Verbindungen zu scha�en usw.Wichtig ist, da� man bei diesen elementaren Kognitionsvorg�angen im-mer einen Teilnehmer hat, der von vorneherein ganz oder teilweise festliegt.D.h., das Problem wird immer sein, eine strukturerhaltende Abbildung inein System, �uber das man schon etwas wei�, zu �nden. Der pr�azise Begri�der Darstellung wird das ber�ucksichtigen.Ein Beispiel:\Der Hund Fi� sitzt vor mir. Fi� hat einen Knochen."Daraus kann man schlie�en, da� der vor mir sitzende Hund einen Knochenhat. Durch die Benutzung desselben Symbols Fi� wird ausgedr�uckt, da�beide S�atze vom selben Objekt handeln. Man kann dann die beiden Fi�'sidenti�zieren und erh�alt schlie�lich ein einziges System, in dem einem Hundein Name und gewisse Pr�adikate zugeordnet werden.Der zweite Satz k�onnte auch hei�en :\Dieser Hund hat einen Knochen"Das Wort \dieser" hat eine ganz spezielle Funktion. Es zeigt auf etwas,und zwar auf ein Substantiv im vorherigen Satz.Man hat ein Objekt mit kognitiven F�ahigkeiten; es kann Substantive ineinem vorhergehenden Satz als solche erkennen. Auf diese Weise werden ineinem Schritt der Analyse eines Texts zus�atzliche Verbindungen hergestellt,Der Text wird so in ein System verwandelt, das verschieden von demjenigenist , das durch Nachbarschaftsbeziehungen de�niert ist. In vielen Sprachenist die Wortanordnung frei. Es sind dann nicht die Nachbarschaftsbeziehun-gen die relevanten Beziehungen bestimmen, sondern es sind grammatischeKonstrukte, F�alle, Anaphern usw., die es erm�oglichen, Beziehungen durcheinen kognitiven Prozess herzustellen. Instrumente, die dies bewerkstelligen,nennt man Parser



3.2. DARSTELLUNGEN 31Bedeutung der Darstellungstheorie f�ur dieQuantenmechanik1. Alle exakt l�osbaren Modelle k�onnen mit Hilfe derDarstellungstheorie alleine gel�ost werden.(z.B. Harmonischer Oszillator, Wassersto�atom,elektromagnetische Felder bei Abwesenheit vonLadungen =1 viele harmon Oszillatoren)2. Die St�orungstheorie benutzt Konstrukte derDarstellungstheorie(z.B. Clebsch-Gordan Koe�zienten, Vertices undPropagatoren in Feynman-St�orungstheorie)allgemein bekannt: L�osungen Schr�odingergleichung f�urH-Atom 	nlm(r; �; �) = Rnl(r)Ylm(�; �):Die Ylm werden von der Darstellungstheorie der Drehgruppedes Raums geliefert. Die Struktur des Raums dr�uckt sichder Beschreibung der Materie aufDargestellt werden1. Gruppen von Symmetrietransformationen2. Lie Algebren von in�nitesimalenSymmetrietransformationen3. assoziative Algebren von Operatoren (Observablen)1



32 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGPhysikDas letzte Gebiet ist schlie�lich die Physik, speziell die Quantenmechanik.Ich sagte schon, da� allgemeine kognitive Prozesse imwesentlichen aus Erken-nung von Darstellungen zusammengebaut sind. Die Quantenmechanik ist zu80 Prozent Darstellungstheorie. Im Bild (??) ist aufgelistet, worin die Be-deutung der Darstellungstheorie f�ur die Quantenmechanik besteht.Zun�achst einmal gibt es in der Quantenmechanik eine Anzahl von l�osbarenModellen. Der harmonische Oszillator geh�ort dazu, das Wassersto�atom,Atome, in denen man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ver-nachl�assigt, sowie die freien Feldtheorien. Freie Feldtheorien sind im Grundegenommen nichts als unendlich viele harmonische Oszillatoren.Alle diese Modelle k�onnen unter ausschlie�licher Verwendung darstel-lungstheoretischen Methoden gel�ost werden.Sie kennen alle das Wassersto�atom, und Sie wissen, da� man die Wellen-funktion der Energieeigenzust�ande des Wassersto�atoms (ohne Spin) in Po-larkoordinaten in faktorisierter Form schreiben kann,	nlm(r; �; phi) = Rnl(r)Ylm(�; �)Die Ylm kommen allein aus der Darstellungstheorie der Drehgruppe. Allemateriellen Objekte, einschlie�lich eines Wassersto�atoms, be�nden sich imRaum. Der Raum l�a�t Drehungen zu. Deshalb mu� es m�oglich sein, einen Zu-stand eines materiellenObjekts in einen anderen gedrehten Zustand �uberzuf�uhren.Die Struktur der Drehgruppe mu� erhalten sein. Ob man eine Drehungnach der anderen ausf�uhrt, also auf den Zustand wirken l�asst, oder ob mandie Gesamtdrehung auf den Zustand wirken l�asst, mu� zum selben Resultatf�uhren. Das ist die Bedingung f�ur eine Darstellung. Es gibt verschiedene(irreduzible) Darstellungen, diese werden durch den Drehimpuls l unter-schieden. Die Funktionen Ylm, m = �l; :::; l sind modulo Basiswahl durchdie Darstellung bestimmt. Der Betrag von Ylm bestimmt die geometrischeGestalt der Ladungswolken eines Elektrons in einem Zustand mit einemgewissen Drehimpuls. Dadurch werden die Richtungen m�oglicher chemischerBindungen bestimmt, und somit die geometrische Gestalt von Molek�ulen.All dies kommt im Grunde aus der Struktur des Raums. Die Strukturdes Raumes wirkt sich also auf die Beschreibung der Materie aus.Tats�achlich kann das Wassersto�atom vollst�andig mit darstellungsthe-oretischen Methoden gel�ost werden. Der Hilbertraum der physikalischen



3.2. DARSTELLUNGEN 33Zust�ande tr�agt eine Darstellung einer gr�o�eren Lie-Algebra, der Lie Alge-bra der konformen Gruppe in vier Dimensionen. Damit bekommt man auchdie Rnl mit darstellungstheoretischen Methoden, nicht nur die Ylm.Den harmonischen Oszillator kann man allein mit Hilfe einer darstellungs-theoretischen Analyse l�osen. Die Lie-Algebra besteht aus dem Hamiltonop-erator und den Auf- und Absteigeoperatoren.Es werden hier also verschiedene Dinge dargestellt, und ich werde nachhersagen, wie man diese Dinge auch als Systeme au�assen kann, und wie mandie Darstellungen als Darstellungen von Systemen au�assen kann.Drehungen bilden eine Gruppe von Symmetrietransformationen. Mankann statt dessen nur die in�nitesimalen Transformationen nehmen, diesewerden im Fall der Drehungen von den Drehimpulsoperatoren erzeugt. Dannhat man eine Lie-Algebra. Manchmal betrachtet man auch assoziative Alge-bren von Observablen und stellt diese dar.Es gibt gewisse Standardmethoden um Gruppen oder Liealgebren dar-zustellen. Ich erw�ahne das deshalb, weil man eine �ahnliche Methoden f�urallgemeine Systeme anwenden kann.Die erste Standardmethode ist die Methode der induzierten Darstellun-gen. Viele Physiker werde Sie allerdings im Laufe Ihres Studiums nie sehen.Die Methode liefert z.B. alle Funktionen der mathematischen Physik.Die zweite Standardmethode ist die Methode der Auf- und Absteigeop-eratoren, die in der Quantenmechanik-Vorlesung hinreichend trainiert wird.Physikstudenten kennen zwei Beispiele davon, das eine ist die Bestimmungder Ylm durch Zerlegung der Drehimpulsalgebra in Aufsteiger, Absteiger undder z-Komponente Lz des Drehimpulses. Die zweite Anwendung ist der har-monische Oszillator, das Entsprechende zu Lz ist der Hamiltonoperator.3.2.3 De�nition einer DarstellungIch de�niere eine Darstellung im allgemeinen systemtheoretischen Rahmenals eine strukturerhaltende Abbildung eines Systems in eine anderes Systemmit gewisser a priori gegebener Struktur. Je nach der a priori vorgeschriebe-nen Struktur des Bilds unterscheidet man verschiedene Arten der Darstel-lung, z.B. �Olbilder von Photos. Es kann das Bildsystem bis auf Isomorphiefestgelegt sein, oder es kann sich um ein System aus einer gewissen Klassevon Systemen mit bestimmten strukturellen Eigenschaften handeln, z.B. �Olauf Leinwand.



34 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGEinige besonders wichtige Systeme, die als Bilder in speziellen Darstel-lungen auftreten, bezeichne ich als Archtypen. Der fr�uher erw�ahnte logischeArchetyp ist ein Beispiel. Er tritt als Bild logischer Darstellungen auf.Man kann an ein �Olbild denken, das eine Landschaft darstellt. Diek�unstlerische Freiheit soll uns dabei jetzt nicht interessieren. Man kann auchein farbiges Photo derselben Landschaft betrachten. Dies sind Darstellungenverschiedener Art. Beide sind strukturerhaltende Abbildungen. Die Farbensind die gleichen, wie im Urbild, und auch die Nachbarschaftsbeziehungensind die gleichen.Das �Olbild hat eine jedoch gewisse a priori Struktur, " �Ol auf Leinwand",die unabh�angig von dem ist, was dargestellt werden soll, und von der Struktureines Photos verschieden.Die Leinwand hat schon von vornherein Nachbarschaftsbeziehungen. DieNachbarschaftsbeziehungen der im Bild dargestellten Objekte werden vonden Nachbarschaftsbeziehungen auf der Leinwand ererbt. Es sind die Nach-barschaftsbeziehungen zwischen den Punkten, die mit gewissen Punkten derLeinwand verbunden sind. Die Objekte, die zur Leinwand hinzukommen,sind Objekte mit einer gewissen inneren Struktur, n�amlich Farben von bes-timmter chemischer Konstituenz ( �Olfarben).Weiter unten werden wir Darstellungen von Gruppen als weiteres Beispielkennen lernen, das ganz analog ist.Strukturerhaltende Abbildungen von SystemenVon einer Strukturerhaltenden Abbildung F eines Systems S in ein Bildsys-tem S 0 wird folgendes verlangt:1. Objekte X in S werden in Objekte F (X) in S 0 abgebildet.2. Pfeile f : X 7! Y in S werden in Pfeile F (f) : F (X) 7! F (Y )abgebildet. Dabei ist das Bild der Quelle die Quelle des Bilds, undentsprechend f�ur das Ziel von f . Es gilt(a) Identit�at geht in Identit�at, �F (X) = F (�X).(b) Fundamentale Pfeile werden in fundamentale Pfeile abgebildet.(c) Die Zusammensetzungsregel und die Regel f�ur die Adjunktion wer-den respektiert, F (g � f) = F (g) � F (f) (3.2)F (f�) = F (f)� (3.3)



3.3. BEISPIELE VON DARSTELLUNGEN 35Es ist hier der Einfachheit halber dasselbe Symbol � sowohl f�urdie Zusammensetzung von Pfeilen im urspr�unglichen System alsauch im Bildsystem benutzt worden, entsprechend f�ur das Symbol�.Es k�onnen in speziellen Darstellungen noch weitere Forderungen gestelltwerden. Zwei solche Forderungen sind besonders wichtig:(a) Bei Systemen mit einem ausgezeichneten Objekt soll das Bild desausgezeichneten Objekts das ausgezeichnete Objekt des Bilds sein.(b) Werden gewisse ObjekteX als zusammengesetzte Objekte mit aus-gewiesenen Konstituenten interpretiert, so sollen die Konstituentendes Bilds von X die Bilder der Konstituenten von X sein.Das grundlegende Werkzeug in der Theorie der komplexen Systeme istdie Erkennung zusammengesetzter Objekte. Wenn man Darstellungenmacht, ist es nat�urlich, da� man die Eigenschaft der Zusammengeset-ztheit in angemessener Weise im Bild wiedergeben will.Hier noch ein Kommentar zu Wittgensteins SatzDa� sich die Elemente des Bildes in bestimmter Art undWeise zu einander verhalten, stellt vor, da� sich die Sachenso zueinander verhalten.Das W�ortchen so ist zun�achst mysteri�os, denn es handelt sich im Ur-bild und im Bild um verschiedene Beziehungen. Sie sind Beziehungenzwischen verschiedenen Paaren von Objekten. Die Interpretation desWorts so ist, da� eine Beziehung existieren mu�, und da� sie bes-timmte Eigenschaften haben mu�, die als Eigenschaften eines Pfeils imBildsystem Sinn machen. Diese Eigenschaften betre�en insbesonderedas Resultat der Zusammensetzung mit anderen Bildpfeilen.3.3 Beispiele von Darstellungen3.3.1 Sortierung von Zahlen in gerade und ungeradeMathematisch sprechen wir hier von einemGruppenhomomorphismus F : Z 7! Z2.



36 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGDie Menge Z der ganzen Zahlen ist eine kommutative Gruppe (s.u.) mit Ein-selement 0 und Gruppenmultiplikation +. Ebenso ist Z2 eine solche Gruppe;sie hat zwei Elemente g und u. Dabei ist g das Einselement der Gruppe, unddie Gruppenmultiplikation ist g + g = g (3.4)u+ g = u (3.5)u+ u = g (3.6)Die Bedingungen an einen Gruppenhomomorphismus lauten nach De�nitionF (0) = g (3.7)F (x+ y) = F (x) + F (y): (3.8)Die Bedingung ist erf�ullt, wenn F die geraden Zahlen in g abbildet, und diedie ungeraden Zahlen in u, denn ungerade+ungerade= gerade, usw.Es soll nun gezeigt werden, da� dieser Homomorphismus sich auch alsDarstellung im allgemeinen systemtheoretischen Sinn ergibt.Beide Systeme haben ein ausgezeichnetes Objekt 0 bzw g Die fundamen-talen Pfeile sind wie folgtZ :...* <-- * <-- 0<-- * <-- * <-- ...Z2 : g <==> uDie Pfeile sind unit�ar, ansonsten gibt es keine �Aquivalenzrelationen zwis-chenWegen. Das ausgezeichnete Objekt 0 soll in das ausgezeichnete Objekt gabgebildet werden. Die Forderung, da� fundamentale Pfeile in fundamentalePfeile �ubergehen mit jeweils entsprechenden Quellen und Zielen legt die Ab-bildung dann schon eindeutig fest. Der fundamentale Pfeil mit Ziel 0 mu� inden fundamentalen Pfeil von u nach g abgebildet werden, daher seine Quelle(der Nachfolger von 0) in u, usw. Es ist klar, da� dabei aufeinanderfolgendeZahlen abwechselnd in g und u abgebildet werden m�ussen, denn es gibt keinefundamentalen Pfeile von g nach g oder von u nach u. Die Identit�aten geltennicht als fundamentale Pfeile.



3.3. BEISPIELE VON DARSTELLUNGEN 373.3.2 Darstellungen von Gruppen. Gruppen k�onnen als spezielle Systeme de�niert werden. Sie besitzen nurein Objekt X, die Gruppenelemente sind unit�are Pfeile g : X 7! X; dasEinselement ist e = �X . Sind nicht alle Pfeile fundamental, so nennt mandie fundamentalen Pfeile Generatoren der Gruppe. Die Zusammensetzung �de�niert die Gruppenmultiplikation, das Inverse von g ist g�. Es gilt wegender Unitarit�at g� � g = �X = g � g�:Eine Darstellung einer Gruppe ist nach herk�ommlicher Lehre ein Paar (V; � ),wobei V ein Vektorraum ist, und � ordnet jedem Gruppenelement g einenlinearen Operator � (g) auf V zu (d.h. eine lineare Abbildung von V nach V ,derart da� � (g � f) = � (g)� (f) (3.9)� (e) = 1 (3.10)1 ist die identische Abbildung von V auf V .Wir haben hier eine Situation ganz analog wie bei einem �Olbild. Nichtjede strukturerhaltende Abbildung, d.h. nicht jeder Homomorphismus einerGruppe in eine andere Gruppe, ist eine Darstellung. Vielmehr wird von denBildern der Gruppenelemente (d.h. der Pfeile) gefordert, da� sie lineare Ab-bildungen eines Vektorraums sind. Lineare Abbildungen k�onnen nacheinan-der ausgef�uhrt werden, dadurch ist eine Komposition der Bildpfeile gegeben;diese a priori gegebene Komposition soll als Zusammensetzungsregel imBildsys-tem genommen werden.Kurz, das Bildobjekt von X ist ein Vektorraum V , und die Pfeile sindlineare Abbildungen von V in sich mit der �ublichen Komposition von Abbil-dungen. Im �ubrigen ist die Abbildung strukturerhaltend.3.3.3 Logische DarstellungenAuch die Logik befasst sich mit Beziehungen zwischen Objekten. Die Objektewerden als Aussagen bezeichnet. Eine logische Darstellung weist Aussagenin konsistenter Weise Wahrheitswerte T (wahr) und F (falsch) zu.Es liegt zun�achst nahe, die Beziehung \folgt aus" als fundamentale Beziehungzu w�ahlen. Es ist aber viel geschickter, stattdessen die Beziehung \schlie�t



38 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGaus" als die fundamentale Beziehung zu betrachten, denn diese Beziehunghat eine Beziehung derselben Art als Adjungiertes. Aus \A schlie�t B aus"folgt \B schlie�t A aus", denn beide Behauptungen sagen, da� A und Bnicht beide wahr sein k�onnen. Wir benutzen das Symbol 67�! f�ur diese fun-damentale Beziehung.In der Logik gibt es au�erdem zusammengesetzte Objekte (Aussagen).Sie werden aus gegebenen Aussagen mit Hilfe von sogenannten Junktoren ^(und), _ (oder), : (nicht) gebaut. Man kann weiter den Junktor � durchA � B = (:A) _B de�nieren.Alle diese Junktoren k�onnen jedoch aus einem einzigen Junktor j (wedernoch) konstruiert werden, :A = AjA; (3.11)A ^ B = (:A)j(:B) (3.12)A _ B = :(AjB) (3.13)A � B = :(:AjB): (3.14)Dementsprechend werden im folgenden die Junktoren als Abk�urzungen f�urdie eben angegebenen Konstrukte benutzt.Die Axiomeder Aussagenlogik betre�en die Zuordnung vonWahrheitswerten.Die Axiome k�onnen in verschiedener Weise formuliert werden. InsbesonderegiltModus ponens Wenn X = T und (X � Y ) = T , dann ist auch Y = T .Modus tollens (Gesetz vom ausgeschlo�enen Dritten)Aj:A = FFrege hat einen Satz von 3 Axiomen vorgestellt. A =) B soll im folgendenbedeuten, wenn A = T , dann auch B = T .Frege Axiome A =) (B � A) (3.15)(A � (B � C)) =) ((A � B) � (B � C))) (3.16)(:A � :B) =) (B � A) (3.17)



3.3. BEISPIELE VON DARSTELLUNGEN 39Wir de�nieren ein logisches System als ein System mit Objekten X, dieals Aussagen interpretiert werden, mit fundamentalen Pfeilen 67�!, die alsschlie�t aus interpretiert werden, und einer Komposition j von Objekten.Folgende Eigenschaften werden gefordert:1. Zu jedem Paar von nicht notwendig verschiedenen Objekten A;B istein Objekt AjB erkl�art. Es hat fundamentale Beziehungen wie folgt:AjB schlie�t sowohl A aus als auch B .2. Jede fundamentale Beziehung hat ein fundamentales Adjungiertes; dieBeziehung AjA 7! A (und ihr Adjungiertes) sind unit�ar.Eine logische Darstellung ist eine Darstellung L in den (fr�uher eingef�uhrten)logischen Archetypen, der die Zusammensetzungsregel j respektiert, d.h.L(AjB) = L(A)jL(B)Im logischen Archetypen giltF jF = T; T jF = F jT = F; T jT = F: (3.18)Statt L(A) = T schreiben wir kurz A = T , usw. Die Bilder T , F derAussagen in einer logischen Darstellung nennen wir die ihnen zugeordnetenWahrheitswerte.Es gilt dasLogische Darstellungstheorem: In einer logischen Darstellungeines logischen Systems werden Wahrheitswerte im Einklang mit den Ax-iomen der Aussagenlogik zugewiesen.Um den Zusammenhang mit der traditionellen Aussagenlogik richtig zuverstehen, ist es n�otig darauf hinzuweisen, da� wir hier zwischen der Ex-istenz eines fundamentalen Pfeils A 67�! B im logischen System und derAussage (A � :B), einem zusammengesetzten Objekt im logischen System,unterscheiden. Die Aussage des logischen Darstellungstheorems beinhaltetdie folgenden AussagenEs sei S das darzustellende logische System.1. Enth�alt S den fundamentalen Pfeil A 67�! B, so ist in jeder logischenDarstellung (A � :B) = T:2. Werden in einer logischen Darstellung den Aussagen A und B dieWahrheitswerte wA und wB zugeordnet, so wird der Aussage AjB derWahrheitswert wAjwB gem�a� Gl.(3.18) zugeordnet.



40 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNG3. Wird in einer logischen Darstellung der Aussage A der WahrheitswertwA zugewiesen, so wird der Aussage :A der Wahrheitswert :wA =wAjwA zugewiesen.4. Die den zusammengesetzten Aussagen zugewiesenen Wahrheitswertegen�ugen den Axiomen modus ponens und modus tollens.5. Die den zusammengesetzten Aussagen zugewiesenen Wahrheitswertegehorchen den Frege-Axiomen.Um zu verstehen, wie die Forderung der strukturerhaltenden Abbildungdie Zuordnung von Wahrheitswerten einschr�ankt, betrachten wir den ele-mentaren Akt des logischen Schlie�ens. Nehme an, es gebe in S einen funda-mentalen Pfeil A 67�! B, den wir als A schlie�t B aus interpretieren wollen.Weiter sei A = T . Dann muss der Pfeil in einen fundamentalen Pfeil deslogischen Archetypen abgebildet werden, dessen Quelle T ist. Es gibt abernur einen solchen Pfeil, n�amlich e : T 7! F . Sein Ziel ist F , also ist B = F .Da� auch die Komposition j erhalten bleibt, wird benutzt um zu zeigen, da�aus A = F;B = F folgt, da� AjB = T .Die Existenz einer logischen Darstellung weist den Objekten des dargestell-ten Systems eine logische Bedeutung zu. Diese Objekte k�onnen dann als Aus-sagen interpretiert werden, denen ein Wahrheitswert zugeordnet ist. Logis-che Darstellungen k�onnten im Prinzip f�ur ganz beliebige Systeme konstruiertwerden; jedoch ben�otigt man die Komposition j, um die Axiome der Logik�uberhaupt formulieren zu k�onnen. Und nur die Unitarit�at der BeziehungenA 67�! AjA stellt sicher, da� A und AjA entgegengesetzte Wahrheitswertezugewiesen werden. Es k�onnte sonst Darstellungen geben, in denen allenObjekten der Wahrheitswert falsch zugewiesen wird.Es kann vorkommen, da� ein logisches System gar keine logische Darstel-lung hat. Dann k�onnen die durch die fundamentalen Pfeile ausgesagtenBeziehungen zwischen Objekten nicht als logische Beziehungen zwischen Aus-sagen interpretiert werden; man sagt, sie seien widerspr�uchlich. Es kann auchmehrere verschiedene Darstellungen geben. Dann ist die Wahrheit gewisserAussagen nicht entscheidbar. Physiker sind an die Existenz in�aquivalenterDarstellungen der Drehgruppe gewohnt; f�ur sie sollte die M�oglichkeit derExistenz mehrerer Darstellungen keine �Uberraschung sein.Gibt es in einem logischen System einen fundamentalen Pfeil :(Aj:A) 67�! :Bso wird wegen des Gesetzes vom ausgeschlossenen Dritten B in jeder logis-



3.4. KONSTRUKTION VON ISOMORPHISMEN 41chen Darstellung den Wahrheitswert T haben. Eine solche Aussage nennenwir ein Axiom des logischen Systems.3.4 Konstruktion von IsomorphismenEin Isomorphismus F eines Systems S mit einem andern System S 0 ist einestrukturerhaltende Abbildung von S in S 0 mit der Eigenschaft, da� einestrukturerhaltende Umkehrabbildung von S 0 in S existiert. Ein Isomorphis-mus weist verschiedenen Objekten verschiedene Bildobjekte zu. Au�erdemist jedes Objekt des Bildsystems Bild eines Objekts im urspr�unglichen Sys-tem. Entsprechendes gilt f�ur PfeileIsomorphe Systeme k�onnen nicht unterschieden werden. Es gibt keineAussage in der Sprache der Gedanken, die sie unterscheiden k�onnte. Es istdaher wichtig, entscheiden zu k�onnen, wann zwei gegebene Systeme isomorphsind.Wir schr�anken die Problemstellung etwas ein. Es sei angenommen, da�die Systeme zusammenh�angen und ein ausgezeichnetes Objekt haben. Eswerde als Wurzel bezeichnet. Au�erdem soll die Zusammensetzungsregel indem Sinne lokal �uberpr�ufbar sein, da� es gen�ugt , die GleichheitF (g � f) = F (g) � F (f) (3.19)f�ur fundamentale Pfeile f; g zu veri�zieren. Schlie�lich sollen da� alle funda-mentalen Pfeile fundamentale Adjungierte haben.Dieses Problem kann mit der Standardmethode der Auf- und Absteigergel�ost werden, das in �ahnlicher Form in der Quantenmechanik zur Konstruk-tion von Darstellungen von Symmetriegruppen (genauer: ihrer Lie Algebren)benutzt wird. Dies wird weiter unten besprochen. Ist keine Wurzel gegeben,so w�ahlt man willk�urlich eine Wurzel in S und mu� dann alle Objekte vonx0 als Kandidaten f�ur das Bild dieser Wurzel durchprobieren.Die Systeme k�onnen in Schalen zerlegt werden. Die 0-te Schale bestehtnur aus der Wurzel. Die Objekte der n-ten Schale k"onnen von der Wurzelausgehend �uber einenWeg aus n fundamentalen Pfeilen erreicht werden, abernicht mit weniger.Aus dieser Einteilung der Objekte in Schalen ergibt sich eine Einteilungder fundamentalen Pfeile.Aufsteiger: Schale n 7! Schale n + 1,



42 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGAbsteiger: Schale n+ 1 7! Schale n,In der Schale: Schale n 7! Schale n,In der Zeichnung sind einige Aufsteiger rot, Absteiger gr�un, und Pfeile in derSchale blau eingezeichnet. Die Absteiger sind den Aufsteigern als Adjungiertebijektiv zugeordnet.Die beiden in der Zeichnung gezeigten Systeme sind isomorph. Es gibtzwei verschiedenen Isomorphismen, die sich durch Vertauschung der Zuord-nung der beiden fundamentalen Pfeile zwischen zweiter und dritter Schaleunterscheiden. Lassen wir diese beiden Pfeile weg, so gibt es wegen derSymmetrie des verbleibenden Systems unter Drehungen um 90� und unterSpiegelungen insgesamt 8 Isomorphiysmen. Daraus folgt, da� man sich beider Konstruktion von Isomorphismen in der Regel mit Listen von Isomor-phismen befassen mu�.
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Absteiger

AufsteigerDie Konstruktion verl�auft rekursiv. Sei S�n das Teilsystem, das aus allenObjekten bis zur n-ten Schale und allen fundamentalen Pfeilen zwischenallen Schalen bis zur n-ten gebaut ist. Man beginnt mit der Konstruktioneiner Liste von Isomorphismen von S�0 mit S 0�0. Gegeben eine Liste von



3.5. CARTAN'S THEORIEDER DARSTELLUNGEN HALBEINFACHERLIE-ALGEBREN43Isomorphismen von S�n mit S 0�n, so ist dies die gesuchte Liste, falls es keineweitere Schale gibt. Andernfalls versucht man die Isomorphismen in dieserListe zu Isomorphismen von S�n+1 mit S 0�n+1 zu erweitern. Dies liefert einem�oglicherweise leere Liste von Isomorphismen. Ist die Liste leer, so gibt eskeinen Isomorphismus und das Verfahren terminiert.S�0 hat nur ein Objekt, die Wurzel, und jeder Isomorphismus von S�0 mitS0�0 mu� Wurzel in Wurzel abbilden. Gibt es keine fundamentalen SchleifenWurzel 7! Wurzel, so ist damit schon ein eindeutiger Isomorphismus ge-funden. Gibt es k fundamentale Schleifen, so mu� man die k! M�oglichkeitender Zuordnung daraufhin �uberpr�ufen, ob die Zusammensetzungsregel (3:19)von den fundamentalen Schleifen erf�ullt wird.Betrachten wir nun die Erweiterungen von Isomorphismen von S�n mitS0�n auf die n�achste Schale. Eine solche Erweiterung mu� insbesondere einenIsomorphismus der Schale Sn+1 mit S 0n+1 liefern. Die Schalen haben wenigerObjekte als S, daher ist dies ein kleineres Problem. Au�erdem liefern die Auf-steiger Einschr�ankungen, welches Objekt Bild welchen Objekts sein kann. Istder Isomorphismus der Schalen Sn+1 mit S 0n+1 bekannt, so ist damit schondie Zuordnung der Objekte gegeben. Gibt es nur je h�ochstens einen fun-damentalen Pfeil mit gegebenem Ziel und gegebenere Quelle, so ist damitauch die tentative Zuordnung der Aufsteiger und ihrer Adjungierter, der Ab-steiger bestimmt. Andernfalls mu� man mehrere Permutationen durchpro-bieren. Existieren die geforderten Bildpfeile nicht, so ist der Isomorphismusder Schalen nicht brauchbar. Schlie�lich mu� man noch die Komposition-sregel (3.19) der neuen fundamentalen Pfeile, und der fundamentalen Pfeile inS�n mit den neuen Aufsteigern �uberpr�ufen. Die Zuordnung von Adjungiertenzu Adjungierten wird w�ahrend der Konstruktion wegen der bijektiven Kor-respondenz von Auf- und Absteigern automatisch ber�ucksichtigt.3.5 Cartan's Theorie der Darstellungen halb-einfacher Lie-AlgebrenMan betrachtet Gruppen von Transformatonen, die aus in�nitesimalenTrans-formationen erzeugt werden k�onnen. Sie werden als Lie Algebren bezeichnet.Den in�nitesimalen Transformationen werden ElementeX einer Lie-Algebrazugeordnet. Sind die Gruppenelemente Matrizen, so sind es auch die Ele-mente der Lie Algebra. Umgekehrt ist jedem ElementX der Lie Algebra eine



44 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNGin�nitesimale Transformation g�X zugeordnet; � ist dabei ein (in�nitesimal)kleiner Parameter. Man de�niert den Kommutator [X;Y ] zweier Elementeder Lie -Algebra durch den sogenannten gruppentheoretischen Kommutator,g�2[X;Y ] = g�Xg�Y g�1�Xg�1�Y (3.20)Darstellungen der Gruppen sind Darstellungen der Lie-Algebren zugeordnetund umgekehrt. Die Darstellungsoperatoren D(X) sind lineare Abbildungeneines Vektorraums. Das Darstellungsgesetz f�ur die Gruppe �ubersetzt sich indie Forderung D([X;Y ]) = D(X)D(Y )�D(Y )D(X): (3.21)Cartan's Theorie liefert alle endlich dimensionalen Darstellungen sogenannterhalbeinfacher Lie-Algebren. Allgemeiner gilt dies f�ur reduktive Lie-Algebren.Statt De�nitionen zu geben wird es gen�ugen, zu bemerken, da� hierzu allekompakten Gruppen von Symmetrien der Physik geh�oren, soweit sie ausin�nitesimale Transformationen erzeugt werden. 2Die Kommutatoren solcher Lie Algebren k�onnen durch Bildung von kom-plexen Linearkombinationen in eine Standardform mit zueinander konjugiertenAufsteige- und Absteigeoperatoren plus einem Satz miteinander kommu-tierender Generatoren Hi, i = 1; :::; n geschrieben werden. Die letzterenentsprechen den Pfeilen in den Schalen im vorigen Anwendungsbeispiel derMethode der Auf- und Absteigeoperatoren. Sie k�onnen hier als selbstad-jungiert angenommen werden (\Schleifen"). n hei�t der Rang der Lie Alge-bra.Die Cartan-Darstellungs Theorie ist allgemeiner anwendbar. Sie liefertalle Darstellungen von Lie-Algebren, deren Kommutatoren in die Standard-form gebracht werden k�onnen, und f�ur die die Eigenwerte der Hi nicht be-liebig negativ werden k�onnen. Dies gilt auch f�ur 1-dimensionale Lie Al-gebren. Ein sehr wichtiges Anwendungsbeispiel ist die konforme Quanten-feldtheorie in 2 Raum Zeit Dimensionen. Dort erf�ullt der Energie-Impuls-Tensor die Vertauschungsrelationen einer bis auf einen freien Parameter ex-plizit bekannten Lie-Algebra vom Rang n = 1. Die Eigenwerte von H1 sindwegen der Positivit�at der Energie in einer speziell relativistischen Theorie2Kompakt bedeutet, da� es keine \beliebig gro�en" Transformationen gibt - wendetman eine kleine Transformation immer wieder an, so kommt man schlie�lich in die N�aheder trivialen Transformation zur�uck. (Beispiel: Drehungen um 2�. ) Die Lorentzgruppeist nicht kompakt, denn es gibt beliebig grosse boosts.



3.5. CARTAN'S THEORIEDER DARSTELLUNGEN HALBEINFACHERLIE-ALGEBREN45nichtnegativ. Die Voraussetzungen f�ur die Anwendung der Cartan-Theorieist daher erf�ullt.

In den folgenden Schaubildern ist die Standardform der Kommutatoren,der Spezialfall der aus den Drehimpulsoperatoren bestehenden Lie Algebrader Drehgruppe , und die Cartan-Konstruktion einer Darstellung mit niedrig-stem Gewicht � gezeigt. Die Auf-und Absteige-operatoren sind durch soge-nannte positiven Wurzeln numeriert. Das sind n-tupel von reellen Zahlen,die f�ur die Lie Algebra charakteristisch sind. Ihr Negatives wird als negativeWurzel bezeichnet. Die niedrigsten Gewichte � sind ebenfalls n-tupel vonreellen Zahlen, n�amlich Eigenwerten der Hi.



46 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNG
Cartan's Darstellungstheorie halbeinfacher(und reduktiver) Lie-AlgebrenVertauschungsrelationenBilde (komplexe) Linearkombinationen Hi, (i = 1; :::n),E�� der Generatoren.Die � hei�en positive Wurzeln; sie sind f�ur die Lie-Algebracharakteristisch und sind von der Form � = (�1; :::�n),�i reell.Cartan Unteralgebra Hi, i = 1; :::; nAufsteige-Operatoren E+�Absteige-Operatoren E�� = E�+�Vertauschungsrelationen[Hi;Hj] = 0; (1)[Hi; E�] = �iE� (2)[E�; E�] = N��E�+� ; (� 6= ��) (3)[E�; E��] = H� �X�iHi (4)�; � : �(positive Wurzeln):�i sind aus �i bestimmbar. 1



3.5. CARTAN'S THEORIEDER DARSTELLUNGEN HALBEINFACHERLIE-ALGEBREN47
Beispiel Lie Algebra so(3) derDrehgruppeEinheiten �h = 1Cartan Unteralgebra n = 1; H1 = LzDrehung um z-AchseAufsteige-Operatoren E+1 = L+ = Lx + iLyAbsteige-Operatoren E�1 = L� = Lx � iLyVertauschngsrelationen[Lz; L+] = L+; [Lz ; L�] = �L� (1)[L+; L+] = 0; [L�; L�] = 0 (trivial) (2)[L+; L�] = 2Lz (3)Einzige Wurzel � = (�1 = 1)

1



48 CHAPTER 3. DARSTELLUNGENSTHEORIE DER BEDEUTUNG
DarstellungstheorieNiedrigster Gewichtsvektor v�, � = (�1; :::�n)� charakterisiert Darstellung eindeutig.v�ist simultaner Eigenvektor aller Hi, von Absteigernvernichtet. Hiv� = �iv� (1)E��v� = 0: (2)Verma-Modul Aufgespannt von �ubervollst�andigem Satzvon Vektoren v!, numeriert durch Folgen (Wege)! = (�(1); :::; �(m)); �(i) sind positive Wurzeln.E+�v! = v!��; (3)= E+�E+�(m) :::E+�(1)v� (4)Hiv! = �iv! (5)�i = Xa �(a)i (6)Lineare Abh�angigkeiten der v! wegenVertauschungsrelationen (4): Ordne positive Wurzeln,nur korrekt geordnete Folgen (�(1); :::; �(m)) gebenlinear unabh�angige Vektoren, die anderen sindberechenbare Linearkombinationen davon.1



3.5. CARTAN'S THEORIEDER DARSTELLUNGEN HALBEINFACHERLIE-ALGEBREN49
Wirkung der Absteiger E��E��E+�(1) :::E+�(m)v� =?Kommutiere Operatoren E�
 mittels (3) und (4) nachrechts, bis sie v� vernichten.Berechnung des SkalarproduktsWegen< w;E��v >=< E���w; v >=< E��w; v >gilt< v!0 ; v! >=< v�; E��0(m) :::E��0(1)E�(1) :::E�(m)v� >und dies kann durch < v�; v� > ausgedr�uckt werden,indem man die Absteigeoperatoren nach rechts schiebt,bis sie auf v� wirken. Terme mit evtl. �ubrigbleibendenAufsteigern geben 0 weil die Aufsteiger E als AbsteigerE� auf das linke v� wirken k�onnen, und diesesvernichten.

1
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Chapter 4Finanzm�arkteDieses Kapitel ist ein Beitrag zum Thema Frustration. Der Begri� derFrustration wurde in Abschnitt 2.3 von Kapitel 2 de�niert. In idealen Fi-nanzm�arkten ohne Geb�uhren �au�ert sich Frustration als M�oglichkeit von Ar-bitrage Gewinnen. Das zu betrachtende System beschreibt dabei nicht nurden Finanzmarkt zu einer Zeit, sondern zu verschiedenen Zeiten (\unter demGesichtspunkt der Ewigkeit".) Man geht davon aus, da� die Dynamik desMarkts so ist, da� keine Arbitrage-Gewinne m�oglich sind. Das System istalso unfrustriert. Abwesenheit von Frustration ist eine Aussage �uber Wegun-abh�angigkeit, aus der man Schlu�folgerungen ziehen kann.Solche Schlu�folgerungen sind aus der Mechanik vertraut. Aus der We-gunabh�angigkeit der geleisteten Arbeit,ZC:ra 7!rf F(r)drbei Verschiebung eines Massenpunkts unter dem Ein
u� der Kraft F(r)l�angs Kurven C von ra nach rf kann man auf die Existenz eines Poten-tials schlie�en. Daraus ergibt sich die Energie und diese ist zeitunabh�angig,falls die Kr�afte nicht explizit zeitabh�angig sind.In der Theorie idealer Finanzm�arkte folgt aus der Unm�oglichkeit vonArbitragegewinnen und einigen Zusatzannahmen eine Formel f�ur den Werteiner Option zu einer bestimmten Zeit t. Diese Formel wurde von Black undScholes hergeleitet. Sie gilt als ein Meilenstein in der Finanzwissenschaft.Black und Scholes erhielten daf�ur den letztj�ahrigen Wirtschafts-Nobelpreis.Bevor wir hierzu kommen k�onnen, m�ussen einige Grundbegri�e der Fi-nanzwissenschaft eingef�uhrt werden. 51



52 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTE4.1 Einige Grundbegri�e der FinanzwissenschaftAbgezinster Wert (Barwert)engl. Net Present value (NPV).Angenommen, man erwartet zur Zeit T mit Sicherheit eine Zahlung XT .Ist der j�ahrliche Zinssatz f�ur risikofreie Kredite rF , so errechnet sich der WertX0 zur gegenw�artigen Zeit t = 0 ausX0(1 + rF )T = X(Zeit T in Jahren). Beweis: Nehme Kredit X0 auf, der samt Zinsen durch Xgetilgt wird. Dann ist X0 jetzt verf�ugbar.Durch das Abzinsungsverfahren wird eine Beziehung zwischen dem gegenw�artigenund dem zuk�unftigen Wert einer Zahlung hergestellt. Diese Beziehung f�urindividuelle Zeitintervalle ist eine der fundamentalen Beziehungen in Fi-nanzm�arkten unter dem Gesichtspunkt der Ewigkeit.FinanztitelMan unterscheidet folgende Typen von Wetpapieren.1. Aktien (stocks)2. festverzinsliche Wertpapiere, insbes. Anleihen (bonds)3. Derivate(a) forwards(b) futures(c) swaps(d) OptionenAktienkurse sollten den fundamentalenWert einer Firma darstellen, d.h. denabgezinsten Wert aller erwarteten zuk�unftigen Dividendenzahlungen.Forwards, Futures, Swapssind Vereinbarungen, da� der K�aufer des Derivats eine bestimmte Mengeeines bestimmten Guts zu einem im voraus festgelegten Preis zu einem bes-timmten Zeitpunkt erwirbt bzw ver�au�ert.



4.1. EINIGE GRUNDBEGRIFFE DER FINANZWISSENSCHAFT 53Futures : an B�orsen gehandeltForwards : privat gehandeltSwaps : abgepackte Kombination von forwards.Optionen: berechtigen den K�aufer der Option, eine bestimmte Mengeeines bestimmten Guts zu einem im voraus festgelegten Preis innerhalb einerbestimmten Frist (amerikanische Option) oder zu einem bestimmten Zeit-punkt (europ�aische Option) zu erwerben (Kaufoption CALL) bzw zu ver�au�ern(Verkaufsoption PUT). Er ist dazu jedoch nicht verp
ichtetGrundidee der Derivate: Kaufe bzw. verkaufe Risiko eines Guts, ohnedas Gut zu kaufen oder zu verkaufen.Optionen: Bedingter Kauf bzw. Verkauf von Risiko. Man hat das Recht,die Option auszu�uben oder nicht.Diese Instrumente machen es m�oglich, sich gegen Risiken abzusichern.Wichtig f�ur Firmen!RisikoRisiko liegt in unvorhersehbarer Wertentwicklung, z.B.� Zinss�atze f�ur Kredite� Aktienkurse� Wertpapierpreise� Umtauschkurs von W�ahrungen� Preise von Handelsg�utern� und vieles mehrBeispiel: Ein Verbraucher von Kupfer verliert, wenn der Kupferpreissteigt. Ein Produzent von Kupfer gewinnt. Sinkt der Preis, so ist es umgekehrt.Ein forward Kauf von Kupfer durch den Verbraucher und ein forwardVerkauf durch den Produzenten kann beide vor dem Risiko der Preisentwick-lung sch�utzen, der Produzent sichert dadurch Einnahmen in voraussehbarerH�ohe, der Verbraucher die Verf�ugbarkeit des Guts zu einem voraussehbarenPreis. \They hedge their price risk"



54 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEAber: Es gibt nicht immer ein ausgeglichenes Angebot in beiden Rich-tungen. Paradoxerweise sind es dann die Spekulanten, die einspringen, undein gr�o�eres Ma� an Risikoverteilung erm�oglichenVerschiedene Investoren sind verschieden emp�ndlich gegen Risiken (z.B.Alterssicherung: Risiko \entweder gar nichts oder das Doppelte" ist untrag-bar. Auch Kredite werden teuer bei hohem Risiko, da� man zahlungsunf�ahigwird )Forwards, futures und Optionen erlauben den Transfer von nicht diversi-�zierbarem Risiko von risikoscheueren Marktteilnehmern und von denen, f�urdie Risiko untragbar ist, auf die, die es tragen k�onnen.4.2 Risiko und Kursentwicklung von Aktien�Uber hinreichend lange Zeitspannen gemittelt, ist die reale Rendite von Ak-tien deutlich h�oher (um ca 3- 4% ) als die von festverzinslichenWertpapieren.Nach herrschender Meinung wird dies durch das h�ohere Risiko von Aktienerkl�art. Wenn ein Anleger bei gleicher erwarteter Rendite die Wahl zwischeneiner risikofreien und einer risikobehafteten Anlage hat, wird er sich f�ur dieerstere entscheiden. Daher mu�en risikobehaftete Wertpapiere wie Aktieneine h�ohere Rendite bringen, um konkurrenzf�ahig zu sein. Es ist allerdingsnicht wirklich wahr, da� festverzinsliche Wertpapiere risikofrei sind. Ihrereale Rendite h�angt n�amlich von der In
ationsrate ab.In der ersten der beiden folgenden Tabellen ist das langfristige Mittel derj�ahrlichen realen Rendite von Aktien (stocks) und festverzinslichen Wert-papieren (bonds) in USA und Gro�britannien seit 1802 angegeben. \Real"bedeutet nach Korrektur f�ur Geldentwertung.Das Resultat f�ur Aktien ist verbl�u�end. Die langfristigen Mittelwerte derrealen Rendite sind seit 1802 fast konstant geblieben.Kurzfristig gibt es aber erhebliche Schwankungen. In der zweiten Tabelleist die j�ahrliche reale Rendite von Aktien in einigen Industriel�andern (USA,Japan, Deutschland, Frankreich, Gro�britannien) zwischen 1960-96 aufge-tragen. Man sieht, da� die reale Rendite in einigen F�allen sogar zeitweisenegativ geworden ist. Nach 1995 sind die B�orsenwerte der 30 wichtigsten Ak-tien hingegen dramatisch gestiegen - seit 1991 insgesamt nominal auf mehrals das 2.5-fache - vgl. k�urzliche Daten im Spiegel. Bei der detaillierterenBetrachtung der Kursentwicklung f�allt auf, da� Aktienkurse eine Tendenz zuhaben scheinen, bei Abweichungen von der Extrapolation des langj�ahrigen



4.2. RISIKO UND KURSENTWICKLUNG VON AKTIEN 551802-1996 1802-1871 1871-1925 1926-1996stocks 6.9 7.0 6.6 6.9bonds 3.4 4.8 3.7 1.9Table 4.1: Langfristige Mittelwerte der realen Rendite f�ur stocks und bondsseit 1802 USA Japan D F GB1960-96 4.53 4.76 3.51 2.18 4.251960-69 2.11 1.56 2.55 -3.49 0.381970-79 -2.58 3.39 -2.63 -2.20 -3.491980-89 11.45 19.46 12.99 14.08 15.211990-96 9.87 -9.37 0.60 0.63 6.92Table 4.2: Reale Rendite von Aktien in einigen Industrienationen 1960-96Mittels zu diesem zur�uckzukehren. (mean reversion). Wie man auch aus demfolgenden Zitat eines f�uhrenden Bankers zur Asien-Finanzkrise sieht, habenAnleger eine Neigung, Aktien als unterbewertet oder �uberbewertet einzustufen.Dabei spielt m�oglicherweise die Extrapolation der langj�ahrigen mittleren En-twicklung eine Rolle. Diese Thema wird kontrovers diskutiert. Wir kommendarauf zur�uck, wenn wir diskutieren, was gegeben sein mu�, um einen Zu-stand zu einer Zeit festzulegen. Mean reversion steht im Widerspruch zursogenannten e�cient market hypothesis, die besagt, da� alle zug�angliche In-formation in den gegenw�artigen Aktienkursen ausgedr�uckt ist; insbesonderesoll es also keine Ged�achtnise�ekte geben.Asien-Finanzkrise seit 1997In weiten Teilen Asiens sehen wir seit Sommer 1997, wie sichder massive Abzug ausl�andischen Kapitals auf Investitionen, Pro-duktion und Wachstum auswirkt. Verschiedene politische undstrukturelle Faktoren haben die Anleger veranla�t auf eine bevorste-hende W�ahrungsabwertung - zuerst in Thailand, dann auch in an-deren s�udostasiatischen Tigerstaaten - zu schliessen. Als dann diemassive �Uberbewertung von Immobilien- und Wertpapieranlagenvoll zutage trat, kam es dementsprechend zu hohen Kursverlustenund W�ahrungsverfall. M. Kohlhaussen (Pr�asident Verband dt.Banken)



56 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTE4.3 Ideale Finanzm�arkte als unfrustrierte SystemeDie Agenzien eines Finanzmarkts halten ihre Kapitalanlagen in \Portefeuilles".Diese Portefeuilles bestehen aus Bargeld einer bestimmten W�ahrung undFinanztiteln - Aktien, Derivate,Kredite, Fremdw�ahrungen... . Jeder Be-standteil kann in positiven oder negativen Mengen vorhanden sein, Kreditek�onnen aufgenommen oder vergeben werden, Aktien imBesitz oder geschuldetsein, usw.Jedes Portefeuille kann aus reinen Portefeuilles zusammengesetzt gedachtwerden, die nur Papiere von einemTyp (entweder Bargeld oder nur Finanzti-tel einer Sorte) enthalten. Der Typ des Papiers des reinen Portefeuilles Awerde mit [A] bezeichnet.Finanzmarkt zu einer ZeitWir betrachten nun zun�achst einen Finanzmarkt zu einer Zeit als ein System.Die Objekte dieses Systems sind Portefeuilles. Zwischen den Objektenbestehen Beziehungen, die die Umtauschm�oglichkeiten, darunter insbeson-dere Kauf und Verkauf gegen Bargeld, regieren. Die Beziehungen zwischenallgemeinen Portefeuilles ergeben sich aus den Beziehungen zwischen denreinen Portefeuilles, aus denen sie zusammengesetzt sind. Die Beziehun-gen zwischen den reinen Portefeuilles sind Umrechnungskurse, im Fall desUmtauschs aus Bargeld werden sie Preise genannt. Ich benutze denselbenBuchstaben f�ur den Umrechnungskurs als Zahl und die dadurch gegebeneBeziehung. Ein Umrechnungskurs rBA : A 7! B erm�oglicht Transaktionen,bei denen nB = rBAnA Einheiten des Papiers [B] gegen Hergabe von nAEinheiten des Papiers [A] erworben werden. Solche Transaktionen k�onnennacheinander ausgef�uhrt werden. Mit dem Umrechnungskurs rCB : B 7! Cergibt sich eine mittelbare Beziehung r : A 7! C, die es erlaubt, durch sukzes-siven Umtausch von [A] in [B] und von [B] in [C] nC = rnA = rCBrBAnAEinheiten von C gegen Hergabe von nA Einheiten von [A].In einem idealen Finanzmarkt ist mit jeder Transaktion rBA =: A 7! Bauch die umgekehrte Transaktion rAB = r�AB : B 7! A zumUmrechnungskursrBA = 1=rAB m�oglich. F�uhrt man beide Transaktionen hintereinander aus, soist das Resultat die triviale Transaktion - man bekommt wieder nA Einheitenvon [A] zur�uck. Die Beziehungen sind also unit�ar,hin � zur�uck = Identit�at :



4.3. IDEALE FINANZM�ARKTE ALS UNFRUSTRIERTE SYSTEME 57In realen Finanzm�arkten ist dies nicht exakt richtig, denn f�ur K�aufe undVerk�aufe werden Geb�uhren erhoben. In idealen Finanzm�arkten gibt es keineGeb�uhren.In einem idealen Finanzmarkt sind Leerverk�aufe in unbeschr�ankter H�oheerlaubt, d.h. man kann Papiere verkaufen, die man nicht besitzt. Einsolcher Verkauf bedeutet, da� man eine Verp
ichtung zur Lieferung eingeht.Entsprechendes gibt es bei Wirtschaftsg�utern, und es macht auch guten Sinn.Man kann 100 000 Eier verkaufen, zu liefern innert eines Jahres zu einem vomKunden zu bestimmenden Zeitpunkt, mit der Ma�gabe, da� die Eier zumZeitpunkt der Lieferung frisch sind. Es w�urde nichts n�utzen, die Eier beiVertragsabschlu� zu besitzen, denn sie bleiben nicht frisch. Solche Verk�aufesind Transaktionen mit Derivaten analog: Man handelt mit dem Risiko desPreises frischer Eier zum Zeitpunkt der Lieferung.Es soll nun gezeigt werden, da� ein idealer Finanzmarkt zu einer Zeitunfrustriert sein mu�. Dies bedeutet, da� zusammengesetzte TransaktionenA 7! B1 7! B2 7! ::: 7! Bn 7! Czum selben Umrechnungskurs von [A] nach [C] f�uhren, unabh�angig vomWeg,d.h. von den Zwischenstationen B1; :::; Bn. Dies ist �aquivalent zu der Aus-sage, da� jede zusammengesetzte Beziehung A 7! A die Identit�at ist, dennwegen der Unitarit�at kann zu zwei gegebenen Beziehungen r1 : A 7! B undr2 : A 7! B die Beziehung r = r�2 � r1 : A 7! A konstruiert werden, und dieseist genau dann die Identit�at, wenn die Umrechnungsraten r1 = r2.Die Unfrustriertheit gilt , weil es sonst zusammengesetzte Transaktionder Form A = nA[A] 7! B1 7! B2 7! ::: 7! Bn 7! A0 = n0A[A]gibt, die zu einem Gewinn n0A=nA > 1 f�uhren. (Wir nehmen an, da� Pa-pier [A] einen positiven Preis hat). Denn ist nA=n0A 6= 1, so f�uhrt entwederdie Transaktion selbst zu einem Gewinn, oder die umgekehrte Transaktion.Solche Gewinne nennt man Arbitrage Gewinne. Man geht davon aus, da�die Umtauschraten sich stets so einstellen, da� Arbitrage Gewinne unm�oglichsind. Arbitrage-M�oglickhkeitenw�urden Frustration bedeuten, vgl. die Tabelle2.1.Wegen der Unfrustriertheit lassen sich beliebige Umrechnungsraten ausPreisen berechnen, d.h. aus den Umrechnungsraten in Geld, denn wegen der



58 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEWegunabh�angigkeit kann man den direkten Umtausch durch Zusammenset-zung von Kauf und Verkauf gegen Geld ersetzen. Wir k�onnen die Preise alsdie fundamentalen Pfeile im System au�assen, alle andern Pfeile lassen sichdaraus zusammensetzen.Damit wird jedem Papier ein Barwert zugeordnet - sein Preis. Dies istein Beispiel der Zuordnung von Bedeutung.Finanzm�arkte unter dem Gesichtspunkt der EwigkeitEin Grundidee der Finanzwissenschaft ist, da� auch eine mit Sicherheit zuerwartende Zahlung X zur Zeit T > 0 in der Zukunft einen wohlde�niertenWert zur Zeit t = 0 (jetzt) hat. Dies ist der oben eingef�uhrte abgezinsteWert. Entsprechend werden dann auch zuk�unftige Wertpapiere einen Barw-ert haben. Mit Barwert meint man den jetzigen Wert in Geld. Die unten zubesprechende Black Scholes Gleichung l�ost das Problem, den jetzigen Preisvon Optionen mit Verfallsdatum T zu berechnen.Es gibt also Beziehungen zwischen Portefeuilles jetzt und in der Zukunft.Wir betrachten diese als Pfeile in einem System - dem Finanzmarkt unterdem Gesichtspunkt dr Ewigkeit.Dieses System hat als Objekte Portefeuilles zu beliebigen Zeiten t. Wirnehmen an, da� die Transaktionen zu diskreten Zeiten statt�nden, t = n� ,n = 0; 1; 2; ::.Das System enth�alt Untersysteme St, die Finanzm�arkte zu einer Zeitdarstellen, und zus�atzlich Beziehungen zwischen Portefeuille zu verschiede-nen Zeiten. Die zus�atzlichen fundamentalen Beziehungen verbinden ein Porte-feuille zur Zeit t mit einem Portefeuille zur Zeit t+ � , und umgekehrt.Eine der zus�atzliche Beziehungen zwischen Zeit T und jetzt kennen wirbereits. Es ist die Zuordnung des abgezinsten WertsC0 = (1 + r�)�TCTeiner Zahlung von CT Einheiten der W�ahrung zur Zeit T . Dabei ist r� derZinssatz f�ur risikolose Kredite pro Zeitintervall (Verzinsungsperiode) � .



4.4. PREIS VON OPTIONEN NACH BLACK UND SCHOLES 594.4 Preis von Optionen nach Black und Sc-holesWir betrachten jetzt den Barwert C0 einer europ�aischen Kaufoption. Sieberechtige zum Kauf einer Aktie zum Verfallszeitpunkt T zum Preis X. Manbezeichnet X als den Basispreis der Option. Der jetztige Preis einer Aktie(derzeitiger Kurs) sei S0. Der zuk�unftige Kurs ST ist zur Zeit 0 nicht bekannt.Der Preis der Option wird vom Ma� der Unsicherheit abh�angen, d.h. vonden zu erwarteten Schwankungen. Man bezeichnet dies als Volatilit�at.Zwei Zustand Ein Perioden FallWir betrachten zun�achst ein vereinfachtes Modell. Wir denken unys, da�-Transaktionen periodisch zu bestimmten Zeiten t = n� statt�nden. Wirbetrachten die Entwicklung w�ahrend einer Periode T = � . Der Basispreis seiX = 105 und der jetzige Aktienkurs sei S0 = 100. Der risikolose Zinsatz f�urPeriode � sei 2%.Es werde erwartet, da� mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p die Aktieauf Kurs S+� = 110 zur Zeit � klettere, und mit Wahrscheinlichkeit 1� p aufden Kurs S�� = 90 sinke. Man bezeichnet die beiden M�oglichkeiten als zweiZust�ande z+ und z� die der Aktienkurs zur Zeit � annehmen kann.Der Preis der Option wird aus der Forderung berechnet, da� kein sichererArbitragegewinn m�oglich ist. Die Wahrscheinlichkeiten p werden in das Re-sultat nicht eingehen, jedoch ist p 6= 0; 1 implizit vorausgesetzt.Ein sicherer Arbitragegewinn w�are dann realisierbar, wenn man aus Ak-tien, Optionen und Krediten eine Portfeuille mit Barwert 0 zusammenstellenk�onnte, dessen Umtausch in W�ahrung zur Zeit � mit Sicherheit einen gewis-sen positiven Gesamterl�os bringt. Auch wenn der sichere Gesamterl�os negativw�are, k�onnte durch die umgekehrten Transaktionen ein Gewinn erzielt wer-den. Dabei wird Kreditvergabe durch Kreditaufnahme ersetzt, Kauf einerAktie wird durch Verkauf ersetzt, usw.. Es sei daran erinnert, da� in einemidealen Finanzmarkt Leerverk�aufe m�oglich sind - alles kann verkauft werden,gleichg�ultig ob man es besitzt oder nicht.Die Grundidee der Betrachtung ist1. Zur Zeit T l�asst sich der Wert CT der Option aus dem Aktienkurs STberechnen. Ist ST > X, so wird die Option ausge�ubt, um zum PreisX eine Aktie vom aktuellen Wert ST zu kaufen. Die Option ist daher



60 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEST �X wert. Ist dagegen ST � X so wird die Option nicht ausge�ubt,und ihr Wert ist 0. AlsoCT = maxfST �X; 0g (4.1)Im Beispiel ergibt sich der Wert C+� bei Aktienkurs S+� zu C+� = 5.Die G�ultigkeit von Gl.(4.1) ist nicht auf den Einperiodenfall T = �beschr�ankt.2. Man kann mit Hilfe von Optionen ein Portefeuille mit Barwert 0 zurZeit t = 0 so zusammenstellen, da� die Entwicklung seines Werts vonder tats�achlichen Entwicklung des Aktienkurses unabh�angig ist. Inunserem vereinfachten Modelle hei�t das, da� der Wert unabh�angigdavon ist, ob zur Zeit � der Aktienkurs S+� oder S�� sein wird. DieZusammenstellung eines solchen Portefeuille nennt man hedge. 1Der Wert eines solchen Portefeuilles zur Zeit � ist berechenbar, da er nichtdavon abh�angt, welcher der m�oglichen Kurse eintritt. Er h�angt allerdingsvon den m�oglichen Kursen ab, dies ist die erwartete Abh�angigkeit vom Ma�der Unsicherheit.Ist der berechenbare Wert eines solchen hedge-Portefeuille, positive, so istein Arbitragegewinn m�oglich. Da mit jeder Transaktion auch die umgekehrteTransaktion m�oglich ist, und weil die Umkehrung Gewinn und Verlust ver-tauscht, so ist auch dann ein Arbitrage-Gewinn m�oglich, wenn der Erl�osnegativ ist.Der korrekte Preis der Option mu� daher die Forderung erf�ullen, da� derWert des hedge-Portefeuille zur Zeit � (und deshalb zu allen Zeiten 0; � ) Nullist. Ein solches Portfeuille bezeichnet man als self �nancing strategy Diesgen�ugt tats�achlich, um den Optionspreis eindeutig zu bestimmen. Dies istdie Grundidee der Entdeckung von Black und Scholes, f�ur die sie im letztenJahr mit dem Nobelpreis ausgezeichnet wurden.Ein hedge-Portefeuille eliminiert das Risiko unvorhersehbarer Kursentwick-lung. Dies zeigt exemplarisch, wie Derivate benutzt werden k�onnen, umRisiken zu eliminieren.Es soll jetzt zun�achst an zwei F�allen illustriert werden, wie ein Arbi-tragegewinn realisiert wird, wenn der Preis der Option von einem \korrektenPreis", hier C0 = 2:94, verschieden ist.1Ein deutscher Ausdruck scheint nicht eingef�uhrt zu sein



4.4. PREIS VON OPTIONEN NACH BLACK UND SCHOLES 61Angenommen der Preis sei C0 = 4. Es wird durch Kauf einer Aktie,Verkauf von H = 4 Optionen und Aufnahme eines Kredits ein Portefeuillevom Wert 0 zur Zeit 0 zusammengestellt. Im Finanz-Jargon sagt man, derAnleger sei durch den Verkauf der Aktie short Aktie, und durch den Kaufder Optionen sei er long Option. Die Bezeichnung zeigt an, da� er durch einSinken des Aktienpreises und durch ein Steigen des Optionspreises gewinnenw�urde. Zur Zeit T wird die Aktie wieder verkauft, die Optionen werdenwieder aufgekauft, und der Kredit wird samt 2% Zins wieder zur�uckgezahlt.Ist der Preis der Option zur Zeit t = 0 hingegen zu niedrig, sagen wir C0 =2, so wird ein sicherer Arbitragegewinn durch Transaktionen der umgekehrtenRichtung realisiert. Einzig der korrekte Wert C0 = 2:94 erm�oglicht keinenArbitrage-Gewinn.Der Barwert des Portefeuille errechnet sich aus dem Kassen
u�. Er siehtin den drei Beispielf�allen zur Zeit t = 0 und zur Zeit � je nach Zustand z�wie in der untenstehenden Tabelle aus.Wir stellen nun die Bedingungen f�ur eine self �nancing strategy auf. Eswerde zur Zeit t = 0 eine Aktie zum Preis S0 gekauft, sowie H Optionen zumPreis C0 verkauft und ein Kredit V0 aufgenommen. Der gesamte Wert soll 0sein. Also �S0 +HC0 + V0 = 0: (4.2)Zur Zeit � wird die Aktie wieder verkauft, je nach Zustand zum Preis S+�bzw. S�� , und die H Optionen werden zum Preis von je C+� bzw. C�� wiederverkauft. Der Kredit samt Verzinsung V� = V0(1 + r� ) wird zur�uckgezahlt.Der Kassen
u�mu� sich in jedem der beiden Zust�ande zu 0� addieren. AlsoS+� �HC+� � V0(1 + r� ) = 0 (4.3)S�� �HC�� � V0(1 + r� ) = 0: (4.4)(4.5)Die m�oglichen Preise S�� sind als bekannt vorausgesetzt, ebenso sind dieOptionspreise C�� zur Zeit � bekannt. Wir haben also drei Gleichungen mitdrei Unbekannten C0, V0 und H. Die Gleichungen sind wegen der S-Termeinhomogen. Man bezeichnet h = H�1als das hedge-Verh�altnis. Durch Gleichsetzen der rechten Seiten der beidenletaten Gleichungen ergibt es sich alsh � 1H = C+� � C��S+� � S�� : (4.6)



62 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTETransaktion Zeit 0 Zeit �Zustand z+ z�Aktie (long) -100 -110.00 -90.004 Optionen (short) +16 +20.00 0Kreditaufnahme +84 -85.68 -85.68Barwert 0 4.32 4.32Table 4.3: Realisierung eines sicheren Arbitragegewinns von 4.32 beim Op-tionspreis 4.00 Transaktion Zeit 0 Zeit �Zustand z+ z�Aktie (short) +100 -110.00 -90.004 Optionen (long) -8 +20.00 0Kreditvergabe -92 93.84 93.84Barwert 0 3.84 3.84Table 4.4: Realisierung eines sicheren Arbitragegewinns von 3.84 beim Op-tionspreis 2.00Transaktion Zeit 0 Zeit �Zustand z+ z�Aktie (long) +100.00 -110.00 -90.004 Optionen (short) 11.76 +20.00 0Kreditaufnahme 88.24 -90.00 -90.00Barwert 0.00 0.00 0.00Table 4.5: Realisierung einer Self �nancing strategy beim Optionspreis 2.94



4.4. PREIS VON OPTIONEN NACH BLACK UND SCHOLES 63Aus der ersten Gleichung bekommt man V0 = S0 �HC0, und damit aus derletzten Gleichung schlie�lich das ErgebnisC0 = h S0 � S�� �HC��(1 + r� ) ! : (4.7)Beim Ausmultiplizieren k�urzt sich hH = 1 im letzten Term.Im Beispiel ergibt sich H = 4 und C0 = 2:94.Das Resultat ist unabh�angig von der Wahrscheinlichkeit p; 1� p mit derdie Zust�ande z� angenommen werden. Dies wird beim Leser Verdacht er-wecken. Was ist, wenn p = 0, oder p = 1? Im ersteren Fall ist der AktienkursST mit Sicherheit gleich S�T < X; die Option ist somit wertlos - im schein-baren Widerspruch zu unserem Resultat. Entsprechend ist im andern Fallder Wert der Option C0 = 5.Das Scheinparadoxon wird durch die Beobachtung aufgel�ost, da� im Fallep = 0 die Gleichung (4.3) nicht aus dem Postulat der self �nancing strategyfolgt, weil sie einen Fall annimmt, der gar nicht eintreten kann. Entsprechendist bei p = 1 die Gleichung (4.4) nicht g�ultig.Im Hinblick auf die Verallgemeinerung f�uhren wir anstelle der absolutenPreise S�� die Renditen k� = S�� � S0S0bei Auf bzw. Abw�artsbewegung ein.MehrperiodenfallDer Fall mehrerer Perioden wird durch Rekursion auf den Fall einer Periodezur�uckgef�uhrt. Black und Scholes folgend macht man eine Annahme �uber diezu erwartenden Schwankungen. Man nimmt an, da� die Renditen k+ und k�sowohl von der Zeit als auch vom Ausgangszustand unabh�angig sind. DieseAnnahme ist nicht v�ollig unkontrovers. Genauer besagt die Annahme folgen-des. Die Aktienkurs zur Zeit t = nt� k�onnen mehrere Zust�ande annehmen,die durch j numeriert werden,j = �nt;�nt + 2; :::; nj:Der Zustand j = j+ � j� kann durch j+ Aufw�arts- und j� Abw�artsspr�ungeerreicht werden. Es ist j� = 12(t� j);



64 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEd.h. t = j+ + j� und j = j+ � j�. Der Aktienkurs zur Zeit t im Zustand jsoll durch St = S0(1 + k+)j+(1 + k�)j�gegeben sein. In andern Worten, die beiden m�oglichen Renditen in einemIntervall, k� = Sj�1t+� � SjtSjtsind sowohl von der Zeit t als auch vom Zustand j unabh�angig. Dies bedeutetim Grenzfall kleiner Zeitintervalle und vieler Perioden, da� die Volatilit�atzeitlich konstant und dieWahrscheinlichkeitsverteilung der Aktienkurse Gau�'-sch sein soll, wie es bei einem Zufallsweg (random walk) der Fall ist.Es sei Cjt der Wert einer Option zur Zeit t im Zustand j. Es k�onnen zu je-dem Zeitpunkt t Optionen verkauft oder gekauft werden, die f�ur ein perfekteshedging n�otigen K�aufe und Verk�aufe werden vom Zustand j abh�angen.Gegeben der Zustand j, so sei Hjt die Zahl der Optionen im Portefeuillenach den Transaktionen zur Zeit t, und V jt der Kredit einschlie�lich deraufgelaufenen Zinsen. Der totale Wert zur Zeit t mu� in jedem Zustand jgleich 0 sein, �Sjt +HjtCjt + V jt = 0: (4.8)Ausgehend vom Zustand j kann nach ver
ossenem Zeitintervall � der Ak-tienkurs die beiden Zust�ande j+1 und j�1 annehmen. In jedem der beidenF�alle soll der Wert des Portfeuille vor der n�achsten Runde von K�aufen oderVerk�aufen von Optionen Null sein.Sj+1t+� �HjtCj+1t+� � V jt+� = 0 (4.9)Sj�1t+� �HjtCj�1t+� � V jt+� = 0: (4.10)Weiter ist durch die zwischenzeitlich aufgelaufenen ZinsenV jt+� = (1 + r� )V jt (4.11)Aus diesen Gleichungen k�onnen wie im Einperiodenfall die folgenden Konse-quenzen abgeleitet werden. Es wird wieder das hedge-Verh�altnishjt = 1Hjt



4.4. PREIS VON OPTIONEN NACH BLACK UND SCHOLES 65eingef�uhrt. Man erh�althjt = Cj+1t+� � Cj�1t+�Sj+1t+� � Sj�1t+� ; (4.12)Cjt = hjt  Sjt � Sj�1t+� �HjtCj�1t+�(1 + r�) ! : (4.13)Dies ist eine Rekursionsrelation, die es erlaubt , hedge-Verh�altnisse hjt undOptionspreise Cjt zur Zeit t aus den Optionspreisen zur sp�ateren Zeit t + �zu bestimmen. Die Aktienkurse Sjt im Zustand j sind als bekannt angenom-men worden. Zu dieser Rekursionsrelation kommt als Anfangsbedingung derdurch Gl.(4.1) gegebenen Optionspreis am Verfallsdatum T ,CT = maxfST �X; 0g : (4.14)Der Rest ist Mathematik, die nur kurz skizziert werden soll.Die Rekursionsrelation kann auf demComputer gel�ost werden. Stattdessenkann die L�osung auch in Form einer Summe dargestellt werden,CjT�m� = mXu=0 mu ! qu(1 � q)m�uCj+u�mT (4.15)q = r� � k�k+ � k� : (4.16)Vompraktischen Standpunkt ist diese L�osung zun�achst kein Fortschritt gegen-�uber die Rekursionsrelation, denn per Computer ist es ebenso leicht, dieRekursionsrelation zu l�osen wie die Summe in der L�osung auszuwerten. Je-doch macht es die L�osung in Form einer Summe einfacher, den Grenzfallkleiner Zeitintervalle zu betrachten.Black Scholes Formel f�ur kontinuierliche ZeitWir wollen den Grenzfall kleiner Zeitintervalle � betrachten. Man setztzun�achst den Ausdruck (4.1) f�ur die Optionspreise am Verfallsdatum ein.Die Terme, wo das Maximum 0 ist, tragen zur Summe nichts bei. Damitdieser Fall nicht eintritt, muss die Zahl u der Aufw�artsspr�unge einen mini-malen Wert a haben,a = kleinste ganze Zahl soda� (4.17)ST�m� (1 + k+)a(1 + k�)m�a > X: (4.18)



66 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEDie untere Grenze kann dann durch u = a ersetzt werden, und damit CkTdurch ST�m� (1 + k+)u(1 + k�)m�u. Man spezialisiert nun auf AnfangszeitT �m� = 0 und betrachtet den Grenzfall � 7! 0.Wir beschr�anken uns auf den Fall symmetrischer Schwankungen. Einesystematische Verschiebung der Aktienkurse mit der Zeit k�onnte jedoch leichtber�ucksichtigt werden. Bei einem Zufallsweg ist das Schwankungsquadratproportional zur Zeit. Wir setzen die � -Abh�angigkeit von k� f�ur kleine �daher wie folgt an, 1 + k� = 1 � �p� � e��p� :Der Zinssatz f�ur ein Intervall der L�ange � wird proportional � sein, somit1 + r� = 1 + �rc � e�rc:Die mit Potenzen multiplizierten Binomialkoe�zienten k�onnen im Grenzfallmit Hilfe der Stirling Formel f�ur Fakult�aten durch Gau�funktionen approx-imiert werden, und die Summe wird durch ein Riemann Integral approx-imiert. Wegen der variablen unteren Grenze a tritt die Integraldarstellungder Fehlerfunktion auf, N(x) = 1p2� Z x�1 e�t2=2dtNach Grenz�ubergang ergibt sich der Wert C0 der Option zur Zeit t = 0 alsC0 = S0N 0@ ln(S0=X) + (rc + �22 )T�pT 1A�Xe�rcTN 0@ ln(S0=X) + (rc � �22 )T�pT 1A : (4.19)Dies ist die Formel von Black und Scholes.4.5 Selbstorganisation in Finanzm�arktenAbstrakt gesprochen ist Selbstorganisaton das Entstehen von zusammenge-setzten Objekten, deren Konstituenten sich in koh�arenter Weise verhalten.Dies erm�oglicht, da� eine bestimmte Funktion ausge�ubt wird.



4.5. SELBSTORGANISATION IN FINANZM�ARKTEN 67Es gibt viele Beispiele der Selbstorganisation in der Biologie. Die Zelle istein Meister der Selbstorganisation. Es �nden sich spontan Strukturen zusam-men, z.B. die Mikrotubuli. Diese bilden eine eine Art Zellskelett. Sie setzensich selbst�andig aus bestimmten makromolekularen Bausteinen zusammen.Das Zellskelett hat die Funktion, der Zelle eine stabile Form zu geben.Im Laufe der Evolution wird die Selbstorganisation beg�unstigt, wenn eszu einer Funktio f�uhrt, die dem Organismus das �Uberleben erleichtert.Auch Institutionen der Gesellschaft sind zusammengesetzten Objekte,deren Konstituenten sich in koh�arenter Weise verhalten um eine Funktionzu erf�ullen. Institutionen brauchen nicht staatlich zu sein.Das spontane Entstehen nichtstaatlicher Institutionen soll hier kurz amBeispiel der internationalen Finanzm�arkte diskutiert werden.Internationale Finanztransaktionen �nden in einem Reich statt, das derAnarchie und Gesetzlosigkeit nahe ist. Viele solche Tranaktionen �ndennicht an einem wohlde�nierten Ort statt, dadurch k�onnen sie sich staatlicherRegelung entziehen. Es gibt au�erdem Finanzparadiese wie die Bermudasund die Cayman-Inseln, die Schutz vor staatlicher Regelung bieten. Wenn einStaat zuzugreifen versucht, so weichen die Betro�enen einfach aus. Man magsich fragen, warum dann nicht Betrug der Normalfall des Gesch�aftsgebarensist.Die Antwort lautet, der Markt hat sich selbst organissiert, weil das f�urviele seiner Teilnehmer vorteilhaft ist. Es sind Institutionen entstanden.Es �nden sich dabei Agenzien am Finanzmarkt - H�andler - zusammen,die bereit sind, hohe Standards zu setzen. Eine traditionelle Methode ist,da� sich Clubs bilden, die in der Aufnahme neuer Mitglieder sehr restriktivsind, und die auch bereit w�aren, Mitglieder wieder zu entlassen oder hin-auszuwerfen, wenn sie den Standards des Clubs nicht gen�ugen.Dadurch entsteht ein Kollektiv sich wohlverhaltender H�andler. Es ergibtsich daraus f�ur die Mitglieder ein ein Vorteil, denn wenn jemand, der mitihnen handelt, die Gew�ahr hat, da� Verp
ichtungen erf�ullt werden, dannist sein Risiko geringer. Nach dem, was fr�uher gesagt wurde, bestimmt dasRisiko den Zins. Bei h�oherem Risiko erwartet ein Anleger eine h�ohere Ren-dite, einen h�oheren Zins. Dieser Preis wird von den Mitgliedern eines Clubsgut beleumundeter H�andler vermieden. Organisierte B�orsen sind Beispielevon solchen Vereinigungen, die es schon lange gab.Eine zweite Art von Institutionen sind credit-rating agencies. Dies sindFirmen, oder Zusammenschl�usse von Firmen. Diese Organisartionen beobachtenund bewerten die Keditw�urdigkeit von Partnern - also nicht von ihren eigenen



68 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTEMitgliedern, sondern von anderen H�andlern am Finanzmarkt. Das Urteil ist�o�entlich, soda� jedermann erf�ahrt, wer als mehr oder weniger vertrauensw�urdigeingesch�atzt wird.
Die zwei f�uhrenden credit-rating agencies in USA sind Moody's und Stan-dard & Poors.
Es gibt verschiedene �o�entlich bekannt gemachte Kriterien dieser credit-rating-agencies, nach denen die Kreditw�urdigkeit eines Kreditnehmers beurteiltwird. Ein Kriterium ist beispielsweise, da� nicht die Muttergesellschaftauf das Kapital des Kreditnehmers zugreifen kann (sogenannte \Chinesis-che Mauern")
Eine Zusammenfassung dieser Betrachtungen �ndet sich in den folgendenFolien.
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Selbstorganisation inFinanzm�arktenZustandInternationale Finanztransaktionen �nden ineinem der Anarchie und Gesetzlosigkeit nahenReich statt.Es gibt Versuche, internationale Standardszwischen Staaten zu vereinbaren, aber es gibtkeine internationale Autorit�at, die diesedurchsetzen k�onnte. Cayman Island undBermudas bieten Schutz vorFinanzregulationen und internationalenVereinbarungen.Over-the-counter-M�arkte (OTC) f�urDerivate haben keinen physikalischen Ort.Daher haben staatliche Regulatoren keinenZugri�.
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70 CHAPTER 4. FINANZM�ARKTE
Eurodollar-Markt: Multibillionen -Markt,unreguliert, funktionierte ohne gr�o�ereZwischenf�alle.Anderswo gab es Zwischenf�alle(Bankzusammenbr�uche wie z.B. die Baring-Bank) ,aber insgesamt herrscht weitgehend Stabilit�at undIntegrita�at.Das Wachstum internationaler Finanzm�arkte r�uhrtgro�enteils gerade von der M�oglichkeit derVermeidung von Regierungskontrolle her.Problem: Wenn Zahlung oder Leistung in derZukunft versprochen wird, ist es schwierig, zuwissen, ob der Leistungsverp
ichtete seineVerp
ichtung honorieren wird.Der Markt mu� Strategien entwickeln, dieGlaubw�urdigkeit und Kontrakterf�ullungf�orden, ohne sich der traditionellen vonRegierungen bereitgestellten Rechtsmittelbedienen zu k�onnen. 1
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private Abhilfe: Private Regelungen undStrategien statt Verordnungen von Staatswegen. Marktkr�afte haben in sehr e�ektiverWeise regulierend gewirkt und aus demscheinbaren Chaos internationalerFinanzm�arkte Ordnung gescha�en. W�are�uberall nur Lug und Betrug, so k�ame derHandel zum Erliegen!Ordnungsprinzip: Wiederholtes Handelnderselben Agenzien ist auf internationalenFinanzm�arkten allgemein verbreitet. Diesmacht es m�oglich, einen Ruf als ehrlicherH�andler zu erwerben, der sich dannwirtschaftlich positiv auswirkt.Belohnungen f�ur die Entwicklung undDurchsetzung glaubhafter Strategien f�urWohlverhalten sind ein wichtiger Ersatz f�urtraditionelle Formen von Gesetz und Ordnung.Es wird ein Zustand gescha�en, in dem derBetr�uger wirtschaftlich nicht �uberleben kann.1
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Spezielle Strategien :� Members-only-Club mit hohenEintrittsanforderungen. (vgl. Z�unfte).Beispiele: privat organisierte ClearingHouses, organisierte B�orsen.Sei dem 19-ten Jahrhundert haben dieClearing house associations des ChicagoBoard of Trade und des Chicago MercantileExchange die �nanzielle Gesundheit ihrerMitglieder beobachtet und eine ArtVersicherung gegen Versagen ihrerMitglieder eingerichtet.� Unabh�angige Credit-Rating agencies z.B.f�ur OTC-Derivate.US: Moody's, Standard and Poor's.Bescheinigen die Kreditw�urdigkeit einespotentiellen Partners in einer �nanziellenTransaktion. Sie beobachten das Verhaltender gro�en Spieler und geben ein Urteil ab.1
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Vertr�age k�onnen Klauseln enthalten, die zumvorzeitigen R�ucktritt vom Vertrag berechtigen,wenn das Credit-Rating des Partners unter einebestimmte Schwelle f�allt.Banken mit schlechter Glaubw�urdigkeit werden aufdem Markt bestraft, weil Kunden niedrigere Preisebezahlen und h�ohere Rendite von Papierenverlangen , die von Institutionen ausgegebenwerden, denen sie nicht vertrauen (Risiko-Pr�amie!)� Chinesische Mauern zwischen Institutionen diemit verschiedene Operationen befa�t sind, diezu Interessenkon
ikten f�uhren k�onnen.Selbstorganisations-Aspekt :Der Zusammenschlu� von Agenzien zu Club'susw. ist spontane Bildung zusammengesetzterObjekte, deren Konstituenten sich inkoh�arenter Weise verhalten.

1
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Dies geschieht, weil die Konstituenten dadurcheinen evolution�aren Vorteil erringen: sie sind anmehr und vorteilhafteren �nanziellenTransaktionen beteiligt. (vgl. Biologie. )Vorteil privater Regulierung :1. gr�o�ere F�ahigkeit zu schneller AnpassungMoody's und Standard & Poors k�onnenallgemeine Richtlinien erlassen was \goodpractise" ist und schnell und kompetenturteilen, wenn Neuerungen auftreten.2. Unabh�angigkeit�o�entliche Regulatoren sind politischemDruck und dem Druck vonInteressengruppen ausgesetzt, und derVersuchung der Willk�ur in der Aus�ubungihrer Macht.
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